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0. Bevor es losgeht 


0.1 Benutzte mathematische Symbole 


0. Bevor es losgeht _ 

0.1 Benutzte mathematische Symbole 


N = natürlich Zahlen 0,1,2,3,.. 

Z = ganze Zahlen = natürliche Zahlen plus negative Zahlen 
Q = rationale Zahlen = ganze Zahlen plus Brüche 
R = reelle Zahlen = rationale und irrationale Zahlen 

(irrationale Zahlen = unendliche, nicht-periodische Dezimalbrüche) 

> = ist größer als 

> = ist größer oder gleich 

< = ist kleiner als 

< = ist kleiner oder gleich 

e = ist Element der Menge 
<£ = ist kein Element der Menge 
u = vereinigt mit Menge 
n = geschnitten mit Menge 

= Menge 

{x I...} = Menge, die aus den Elementen x besteht, für die gilt... 

V = für alle... 

3 = existiert ein ... 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.0 Was werden wir lernen? 


1. Imaginäre Zahlen _ 

1.0 Was werden wir lernen? 

Kapitel 1.1 Wiederholung der Zahlenbereichserweiterungen 


Wir beginnen mit einer Wiederholung der bereits bekannten Zahlenarten: 

N, Z, Q und R 

Wir werden zeigen, warum man immer neue Zahlenarten benötigt, nämlich um neue 
Rechenoperationen durchführen zu können(Zahlenbereichserweiterungen). 


Kapitel 1.2 Definition der imaginären Einheit 


In diesem Unterkapitel werden wir die imaginäre Einheit "i" definieren: 

ypl = i 

Die Vielfachen von i sind die imaginären Zahlen (i, 2i, | i usw.) 


Kapitel 1.3 Häufige Fragen zur Definition 


ln diesem Unterkapitel werden wir die üblichen Fragen zur Definition beantworten: 

1. Frage: In meinem Buch steht nicht die Definition 4-1 = i sondern i 2 =-1. 

Antwort: Diese Definition entsteht durch Quadrieren der ursprünglichen Definition. 
Die neue Definition i 2 = -1 ist allerdings mathematisch nicht ganz sauber... 

2. Frage: Wie werden diese Zahlen graphisch dargestellt? 

Antwort: Auf einem senkrechten Zahlenstrahl. 

3. Frage: Darf man 4-1 = i einfach definieren? 

Antwort: Allgemein nein (wir geben ein Beispiel), in unserem Fall ja. 

4. Frage: Ich habe gehört, eine Quadratwurzel hat im Komplexen zwei Werte? 

Ist die Definition 4~4 = i trotzdem eindeutig ? 

Antwort: Wir werden im Kapitel "Wurzelrechnung" sehen, dass komplexe 
Wurzeln mehrwertig sind, aber das Wurzelzeichen steht für den Hauptwert, 
und somit ist die imaginäre Einheit eindeutig definiert. 

5. Frage: In meinem Buch steht eine andere Definition: i = (0,1). 

Antwort: Diese (mehr mathematische) Herleitung findet man am Ende des Buches. 

6. Frage: Was kann ich mir unter imaginären Zahlen anschaulich vorstellen? 

Antwort: Wir werden dies anhand eines Schiffes erklären. 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.0 Was werden wir lernen? 


Kapitel 1.4 Imaginäre Einheit als neues Vorzeichen 


Wir erklären hier, was die imaginäre Einheit wirklich ist: Ein neues Vorzeichen! 
Insbesondere lernen wir, dass eine Multiplikation mit der imaginären Einheit "i" 
einer Drehung um 90 ° entspricht. 


Kapitel 1.5 Anwendung: Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen 


Als Anwendung ziehen wir die Wurzel aus einer negativen Zahl. 
Dazu leiten wir auch ein neues Wurzelgesetz her. 


Kapitel 1.6 Addition und Subtraktion 


Wir lernen, wie man imaginäre Zahlen addiert und subtrahiert, 
ai + bi = (a + b)i bzw. ai-bi = (a-b)i 


Kapitel 1.7 Potenzieren 


Wir lernen, wie man imaginäre Zahlen potenziert. Dazu benutzt man 
die Definition der imaginären Einheit (i 2 =-l). Außerdem lernen wir 
einen Trick, mit dem man hohe Potenzen von i berechnen kann. 


Kapitel 1.8 Multiplizieren 


Dann lernen wir, wie man imaginäre Zahlen multipliziert, nämlich indem man die 
Definition der imaginären Einheit ( i 2 =-1 ) anwenden. Beispiel: 

3i ■ 4i = 12i 2 = 12-(-1) = -12 


Kapitel 1.9 Dividieren 


Dann lernen wir, wie man imaginäre Zahlen dividiert, nämlich indem man den 
Bruch mit i erweitert und die Definition der imaginären Einheit anwenden: 

42 42i 42 i 

— =-5- =-= - 2 \ 

21 i 21 i 2 -21 


Kapitel 1.10 Anmerkung zu den Wurzelgesetzen 


Hier werden wir lernen: Die Wurzelgesetze sind für negative Radikanden nur 
eingeschränkt gültig. Wendet man sie an, so führt das zu falschen Ergebnissen: 



/•/ = VM)-n/M)=V(-?)-(-?) = V7=0 

t 

verboten 


3 

















1. Imaginäre Zahlen 


1.1 Zahlenbereichserweiterungen und Zahlenbereiche 


1.1 Zahlenbereichserweiterungen und Zahlenbereiche 


Bevor wir die imaginären Zahlen einführen, werden wir zunächst ganz kurz 
die verschiedenen Zahlarten wiederholen, die wir schon kennen. 


Natürliche Zahlen 


Die ersten Zahlen, mit denen Menschen rechneten, waren die natürlichen Zahlen, also 
die Zahlen 1,2,3, ... . Diese Zahlen wurden bereits Jahrtausende vor der Geburt Christi 
beispielsweise dazu benutzt, um damit Ziegen zu zählen. Negative Zahlen waren 
damals noch unbekannt, und sie schienen auch keinen Sinn zu machen. Was sollte sich 
ein Ziegenhirte auch unter einer negativen Anzahl von Ziegen vorstellen, z.B. unter -4 
Ziegen? 


Negative Zahlen 


Irgendwann kamen dann die Banker ins Spiel. Diese Banker erfanden dann die 
negativen Zahlen, wobei sie die negativen Zahlen als Schulden interpretierten. 
Hier fand die erste Abstraktion des Zahlenbegriffs statt: Negative Geldstücke 
kann man sich nicht vorstellen, aber wenn man sie als Schulden interpretiert, 
machen sie trotzdem Sinn. 

Die alten Zahlen (natürliche Zahlen) und die neuen Zahlen (negative Zahlen) faßte 
man dabei zusammen, denn man wollte ja auch weiterhin Ziegen zählen können, 
was mit den neuen Zahlen (negative Zahlen) nicht funktioniert. Und so entstanden 
die ganzen Zahlen, wobei man die Null noch hinzufügte. 


Rationale Zahlen 


Doch auch diese Zahlen reichten noch nicht aus. Der Grund dafür waren die Frauen, 
die von ihren Männern forderten, abends nur noch die Hälfte Bier zu trinken. Aber was 
ist die Hälfte von 7 Gläsern Bier? Das Ergebnis ist keine ganze Zahl, sondern die 
Bruchzahl 7/2, und so waren die Bruchzahlen geboren. 

Die alten Zahlen (ganze Zahlen) und die neuen Zahlen (Brüche) fasste man wieder 
zusammen, und so entstanden die rationalen Zahlen. 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.1 Zahlenbereichserweiterungen und Zahlenbereiche 


Reelle Zahlen 


Mit den rationalen Zahlen war der Bedarf an Zahlen für „normale“ Menschen gedeckt: 
Zum Beispiel konnte man Schulden machen (negative Zahlen) um damit 7/2 Bier zu 
kaufen (Bruchzahl). Was will man mehr? 

Doch dummerweise gab es im alten Griechenland Menschen, und die stellten sich ganz 
komische Fragen. Zum Beispiel wollten sie wissen, wie lang die Diagonale D eines 
Quadrates ist, dessen Seiten die Länge 1 haben. 


1 



Also fragte man den alten Pythagoras, der dachte nach und erfand den bekannten Satz 
des Pythagoras: a 2 + b 2 = c 2 . Oder genauer ausgedrückt: 

Die Summen der Kathetenquadrate ist gleich dem Quadrat der Hypotenuse. Mit Hilfe 
dieses bekannten Satzes kann man die Länge der Diagonale D ausrechnen, was wir 
nun auch tun werden: 

D 2 = I 2 +1 2 <p Satz des Pythagoras angewendet 
D 2 =2 <=■ Rechte Seite vereinfachen 

D = s[2 <=> Beide Seiten radiziert 

Die Griechen freuten sich, dass sie die Diagonale D berechnen konnten, aber 
stellten erstaunt fest, dass die Wurzel aus 2 keine rationale Zahl ist, sondern ein 
unendlicher nicht-periodischer Dezimalbruch. Und so war eine weitere Zahlenart 
entdeckt worden, nämlich die irrationalen Zahlen (zu den irrationalen Zahlen gehören 
neben den Wurzeln auch Konstanten, wie die Kreiszahl n und die Eulersche Zahl e). 

Die alten Zahlen (rationale Zahlen) und die neuen Zahlen (irrationale Zahlen) fasste 
man wieder zusammen, und so entstanden die rellen Zahlen. 

Aber auch die rellen Zahlen reichen nicht aus, um alle Rechenoperationen durchführen 
zu können. Im Reellen kann man nämlich keine Wurzel aus einer negativen Zahl ziehen. 
Daher definieren wir auf der nächsten Seite die imaginären Zahlen. 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.2 Definition der imaginären Zahlen 


1.2 Definition der imaginären Zahlen 


Definition der imaginären Einheit und der imaginären Zahlen 


Die reellen Zahlen reichen nicht aus, um alle Rechenoperationen durchführen zu 
können. Man kann nämlich keine Wurzel aus negativen Zahlen ziehen: 

4-1 = x 

Aufgrund der Anschauung kann man nämlich sagen, dass es eine solche Zahl x 
nicht existieren kann, denn diese Zahl x müsste auch die folgende Gleichung erfüllen, 
die aus der ursprünglichen Gleichung durch Quadrieren beider Seiten entsteht: 

-1 = x 2 

Diese Gleichung kann aber keine reelle Lösung x haben, denn sowohl positive als auch 
negative reelle Zahlen (die ich für x einsetze) werden beim Quadrieren positiv. 

Da aufgrund der Anschauung keine reelle Lösung existiert, machten die Mathematiker 
das gleiche, was die Banker auf der vorigen Seite gemacht hatten, als sie die negativen 
Zahlen schufen: Die Mathematiker erfanden einfach eine neue „ZahTund behaupteten, 
sie sei eine Lösung dieser Gleichung. 

Da diese Lösung aber der Anschauung widersprach, nannten die Mathematiker diese 
Zahl eine imaginäre (eingebildete) Einheit, und kürzten sie mit „i“ ab. 

Definition der imaginären Einheit: 

Die Zahl „i“ ist eine Zahl, die beim 
Quadrieren -1 ergibt. 

Nun treffen wir noch eine zweite Definition: Die Vielfachen der imaginären Einheit i 
(z.B. 3i oder - 5i oder 0,14i) nennen wir imaginäre Zahlen. 

Definition der imaginären Zahlen: 

Die imaginären Zahlen sind die reellen 
Vielfachen der imaginären Einheit. 

Die Definition der imaginären Einheit wirft bei Anfängern viele Fragen auf, die wir auf 
den folgenden Seiten besprechen wollen. Außerdem lernen wir eine alternative 
Definition kennen und werden die imaginären Zahlen graphisch veranschaulichen. 


I = {b-i\beffi} 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.3 Häufige Fragen zur Definition der imaginären Zahlen 


1.3 Häufige Fragen zur Definition der imaginären Zahlen 

Frage 1: In meinem Buch steht eine ganz andere Definition: i 2 = -1 _ 


Frage: 

In einem Buch wird i als die Lösung der Gleichung x 2 =-1 definiert, d.h. die 
Defnition der imaginären Einheit lautet: i 2 =-1. Wie hängt diese alternative Definition 
mit unserer Definition zusammen? 

Antwort : 

Diese Definition entsteht aus unserer Definition durch Quadrieren beider Seiten. 

Wir werden daher beide Definitionen simultan benutzen. 

Mathematische Spitzfindigkeit zu dieser neuen Definition : 

Da das „Quadrieren“ keine Äguivalenzumformung ist, sondern eine Folgeumformung, 
können beim Quadrieren der „ursprünglichen Definition“ Lösungen hinzukommen. 

Dies ist auch tatsächlich der Fall, was man erkennt, wenn man in die Gleichung x 2 =-1 
nicht i sondern -i einsetzt: Wenn i die Gleichung x 2 =-1 erfüllt, dann erfüllt automatisch 
auch -i diese Gleichung, denn das „Minuszeichen“ fällt beim Quadrieren weg. 

Somit müsste man bei dieser „Definition der imaginären Einheit“ eigentlich etwas 
präziser definieren: 

1. i ist eine Zahl, die beim Quadrieren -1 ergibt, das heißt es gilt: i 2 = -1 

2. i hat eine Gegenzahl (-i), die beim Quadrieren ebenfalls -1 ergibt: (-i) 2 = -1 


Frage 2: Ist die Definition eindeutig, obwohl Wurzeln mehrwertig sind? 


Die Definition der imaginären Einheit lautete: 


4^1 = i 

Frage: 

Ich habe an der Uni bereits einen Kurs „Komplexe Zahlen“ absolviert, und weiß daher, 
dass im Bereich der komplexen Zahlen eine Quadratwurzel immer zwei Werte hat. 
Haben wir die imaginäre Einheit „i“ trotzdem eindeutig definiert? 

Antwort: 

Wir werden später tatsächlich lernen, dass eine Quadratwurzel im Komplexen zwei 
Lösungen hat. Allgemeiner: Die n-te Wurzel hat im Komplexen n verschiedene Werte . 

Das Wurzelzeichen repräsentiert aber nur den sogenannten Hauptwert der Wurzel, und 
somit ist unsere Definition eindeutig und korrekt. 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.3 Häufige Fragen zur Definition der imaginären Zahlen 


Frage 3: In meinem Buch ist i durch das Zahlenpaar (0,1) definiert. 


Am Ende des Buches findet man ein Kapitel, in dem imaginäre und komplexe Zahlen als 
Zahlenpaare eingeführt werden. Diese Einführung ist aber anspruchsvoller und für 
Anwender eher uninteressant, daher wurde sie in ein eigenes Kapitel verbannt, 
das sich am Ende des Buches befindet. 


Frage 4: Darf man einfach die imaginäre Einheit „i“ erfinden? 


Die meisten Anfänger fragen sich verwundert: Darf man denn einfach eine neue Zahl i 
erfinden und behaupten, sie sei die Lösung einer unlösbaren Gleichung, in unserem Fall 
die Lösung der Gleichung x 2 =-1 ? 

Antwort: Nein, man darf neue Zahlen nicht einfach erfinden, sondern man muss 
überprüfen, ob die neuen Zahlen nicht zu mathematischen Widersprüchen führen. 
Glücklicherweise stellte sich jedoch Jahrhunderte nach der Erfindung der imaginären 
Zahlen heraus, dass die „Erfindung“ der imaginären Zahlen nicht zu solchen 
mathematischen Widersprüchen führt. 

Zur Verdeutlichung der Problematik folgt nun ein Beispiel, bei der eine „Erfindung“ 
zu mathematischen Unsinn führt: 


Diese Gleichung hat in R 
keine Lösung: 

x-0=1 

(i) 

Jetzt "erfinden" wir einfach eine Zahl, 
die eine Lösung dieser Gleichung sein 
soll, und nennen sie k: 

k-0=1 

(2) 

Wir schreiben die Null anders: 

0=0+0 

k(0+0)=1 

(3) 

Distributivgesetz anwenden: 

k-0+k-0= 1 

(4) 

Auf der linken Seite der Gleichung 
benutzen wir Gleichung 2, also k-0 = 1 

1 + 1 = 1 

(5) 

Vereinfachen: 

2 = 1 

(6) 


Fazit: Man kann auch Unsinn definieren. 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.3 Häufige Fragen zur Definition der imaginären Zahlen 


Frage 5: Wo finde ich imginären Zahlen auf dem Zahlenstrahl? 


Reelle Zahlen stellt man in der Schule auf dem Zahlenstrahl dar, im Beispiel die Zahl 3: 


• . - 1 - 1 - 1 - \ 

-5 -4 -3 -2 -1 


0 


1 



-4> • § • 


4 5 


Man kann beweisen, dass die reellen Zahlen den Zahlenstrahl vollständig ausfüllen, 
und daher ist auf dem Zahlenstrahl kein Platz mehr für eine neue Art von Zahlen. Daher 
stellt man die imaginären Zahlen auf einem neuen Zahlenstrahl dar, der senkrecht zum 
reellen Zahlenstrahl liegt. Im Bild ist (als Beispiel) die imaginäre Zahl 4i eingezeichnet: 


t 

cu 

CA 


O 

< 

<D 

i — 

:re 

c 

O) 

re 

E 


• • • 


1 1 1 *1 

-5 -4 -3 -2 -1 




reelle Achse — 


H—I—I—h* • • 

2 3 4 5 


-2 


-3 


-4 


-5 


9 









1. Imaginäre Zahlen 


1.3 Häufige Fragen zur Definition der imaginären Zahlen 


Frage 6: Wie kann sich die imaginären Zahlen anschaulich vorstellen? 


Nehmen wir an, ein Schiff fährt mit der 
Geschwindigkeit v von links nach rechts, 
also von Amerika nach Europa. Dann 
nähert sich das Schiff dem Kontinent 

(0 


re 


Europa mit der Geschwindigkeit v. 

L 

<D 

[ ]■► 

Q. 

0 



£ 

v 

L. 

3 



< 


LU 


Nun dreht das Schiff wegen einem Sturm 
seine Richtung um. Dann entfernt sich 
das Schiff wieder von seinem Ziel Europa. 
Man kennzeichnet dies durch ein 

(0 

JC 


re 


Minuszeichen vor der Geschwindigkeit. 

L 


Q. 


Ein Minuszeichen entspricht als einer 
Drehung des Schiffes um 180°. 

0 


0 


E 

—V 

L. 

3 


Fährt ein Schiff mit einer negativen 
Geschwindigkeit, so entfernt er sich 
von seinem Ziel (hier: Europa). 

< 


LU 


Stellen wir uns nun vor, das Schiff fährt 
(um einen Sturm auszuweichen) nach 
oben. Für diese Drehung um 90°gibt es 
kein Vorzeichen. Daher treffen wir 

(0 

| iv 

re 


folgende Definition: Einer Drehung 

■■■■ 

i_ 

n 

Q. 


um 90° gegen den Uhrzeigersinn 

o 


0 


entspricht ein Vorzeichen, das wir „i“ 

E 

i_ j 

3 


nennen wollen. Diese Richtung wird 
imaginär genannt, weil das Schiff zwar 
eine Geschwindigkeit hat, aber diese 
Geschwindigkeit nicht dazu führt, dass 

< 


LU 






sich das Schiff dem Ziel nähert. 

Eine Drehung des Schiffes um 
-90°(d.h.: 270°im Uhrzeigersinn) 
entspricht dem Vorzeichen -i, 
denn das „i“ bewirkt eine Drehung 

(0 


re 


um 90°gegen den Uhrzeigersinn und 

I_ 

n 

Q. 


das „Minus“ eine Drehung um 180°, 

o 


0 


also insgesamt um 270°. 

E 

\ _ > 

■ 

3 



< 

1 -IV 

LU 



Weiter auf der nächsten Seite ► 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.3 Häufige Fragen zur Definition der imaginären Zahlen 


In der Veranschaulichung haben wir „die Multiplikation mit i“als eine Drehung um 90° 
(entgegen dem Uhrzeigersinn) interpretiert. Nun überlegen wir uns, ob sich diese 
Interpretation mit der Definition der imaginären Einheit (i 2 =-1) verträgt: 

1. Eine Drehung des Schiffes um 90° (entgegen dem Uhrzeigersinn) entspricht 
einer Multiplikation mit i. Beispiel: Wenn ich die Zahl 42 um 90°entgegen dem 
Uhrzeigersinn drehe, erhalte ich 42i. 

2. Folglich entspricht eine Drehung um 2-90°=180°einer zweimaligen 
Multiplikation mit i, also der Multiplikation mit i-i=i 2 . 

3. Andererseits entspricht eine Drehung um 180“aber auch einem 
Minus-Vorzeichen, also einer Multiplikation mit -1. 

Aus Aussage 2 bzw. 3 folgt, dass eine Drehung um 180 0 sowohl einer Multiplikation 
mit i 2 als auch einer Multiplikation mit -1 entspricht. Daraus folgt: 

i 2 =-1 

Genau dies ist aber die (alternative) Definition der imaginären Einheit. Es war daher 
richtig, die „Multiplikation mit i“ als eine Drehung um 90° (entgegen dem Uhrzeigersinn) 
zu interpretieren! 

Ausblick: Wir werden dieses anschauliche Beispiel im nächsten Kapitel fortsetzen, also 
im Kapitel „Komplexe Zahlen“. 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.4 Die imaginäre Einheit als neues Vorzeichen 


1.4 Die imaginäre Einheit als neues Vorzeichen 


Die imaginäre Einheit als drittes Vorzeichen 


Die ersten Mathematiker, die in ihren Lehrbüchern die imaginäre Einheit erwähnten (z.B. 
Rafael Bombelli), erkannten den wirklichen Charakter der imaginären Einheit: 

Die imaginäre Einheit ist (neben + und -) ein drittes Vorzeichen. 

Die Ursache dafür, dass i für eine Zahl gehalten wird, liegt in der Tatsache, dass 
man für die imaginäre Einheit aus drucktechnischen Gründen einen Buchstaben 
als Abkürzung wählte, obwohl Buchstaben in der Mathematik meist nur als Platzhalter 
für Zahlen benutzt werden. Man hätte dieses Mißverständnis vermeiden können, 
wenn man als Abkürzung für die imaginäre Einheit ein Zeichen wie # oder ~ gewählt 
hätte, anstatt des Buchstabens „i“. 

Die Wurzel aus -1 ist also nicht i, sondern il, wobei i das Vorzeichen der Zahl 1 ist. 
Leider hat sich diese Schreibweise nicht durchgesetzt, sonst könnte man leichter 
erkennen, dass i nur ein neues Vorzeichen ist. 

Auf den nächsten vier Seiten zeige ich, wie man die imaginäre Einheit eigentlich 
einführen müsste, nämlich (wie gesagt) als neues Vorzeichen. Beginnen wir nun mit der 
Einführung: 

Das Problem der Mathematiker war ja, dass man aus -1 keine Quadratwurzel ziehen 
kann, weil es keine Zahl gibt, die beim Quadrieren negativ wird: 

x 2 = -1 


Aber warum gibt es eine solche Zahl eigentlich nicht? Weil es Vorzeichenregeln gibt, 
die wir bereits als Kind lernten, nämlich: 


© 

+ • 

+ 

© 

— • 

— 

CD 

+ • 

— 

© 

— 

+ 


+ Plus mal Plus ergibt Plus 
+ Minus mal Minus ergibt Plus 

- Plus mal Minus ergibt Minus 

- Minus mal Plus ergibt Minus 


Man erkennt das Problem: Gleiche Vorzeichen (1. und 2. Regel) ergeben beim 
Multiplizieren immer etwas Positives, und daher hat x 2 =-1 keine Lösung. 


Unser Problem sind also die Vorzeichenregeln. 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.4 Die imaginäre Einheit als neues Vorzeichen 


Eine Änderung der Vorzeichenregeln würde das Problem zwar lösen, aber dann würde 
die ganze reelle Mathematik nicht mehr funktionieren. Es gibt aber einen schlauen Trick: 
Wir behalten die alten Vorzeichen (+ und -) und die alten Vorzeichenregeln bei, 
definieren aber zusätzlich zwei neue Vorzeichen. Wir wollen diese neuen Vorzeichen 
als i und k bezeichnen, wobei i die imaginäre Einheit ist. 

Da ich nun zwei neue Vorzeichen habe, darf ich für diese neuen Vorzeichen auch neue 
Vorzeichenregeln definieren, und zwar klugerweise so, dass gleiche Vorzeichen bei 
der Multiplikation (und somit auch beim Quadrieren) etwas Negatives ergeben, 
denn dann ist die Gleichung x 2 =-1 lösbar. Ich definiere daher: 


(D 

/ 

• i = - 

i mal i ergibt Minus 

© 

k 

• k = - 

k mal k ergibt Minus 


i 

• k = + 

i mal k ergibt Plus 

© 

k 

• i = + 

k mal i ergibt Plus 


Durch diese Definition zweier neuer Vorzeichen und neuer Vorzeichenregeln, kann man 
die Gleichung x 2 =-1 jetzt lösen: Die Lösungen lauten il und kl.Man kann dies leicht 
nachweisen, indem man die neuen Vorzeichenregeln 5 und 6 benutzt: 


(ii) 2 =(n).(n)=-i 

(klf = (k1)-(k1) = -1 

Ich erkläre die erste Gleichung: Zuerst schreibe ich das Quadrat als Produkt. 

Dann beachte ich die neue Vorzeichenregel: i mal i ergibt Minus. Außerdem ist 1-1 
gleich 1. Die Zahl il ist also wirklich eine Lösung der Gleichung der Gleichung x 2 =-1. 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.4 Die imaginäre Einheit als neues Vorzeichen 


Die graphische Darstellung der neuen Vorzeichen 


Wir wissen bereits, dass imaginäre Zahlen auf einem senkrechten Zahlenstrahl 
dargestellt werden. Aber warum steht der neue Zahlenstrahl eigentlich genau 
senkrecht auf dem alten Zahlenstrahl? 

Dies ist eine Folge davon, dass wir definiert haben, dass für die neuen Vorzeichen gilt: 
Gleiche Vorzeichen ergeben Minus: 

Wir haben gelernt, dass il mal il gleich -1 ist: 

Wir multiplizieren die Gleichung mit einer positiven reellen Zahl, z.B. 42: 

42 •(/?) •(/?) = 42 •(--/) 


Betrachten wir die rechte Seite: Aus der Schule wissen wir, dass die Multiplikation 
mit —1 eine Drehung (auf dem Zahlenstrahl) um 180° bewirkt: 

42 •(//)•(//) = 42 •(-/) 

180P 

Da eine Gleichung vorliegt, wird die Zahl 42 auf der linken Seite ebenfalls um 180° 
gedreht: 

42-(/?) •(/?) = 42 •(-•/) 

780° 180° 

Wenn zwei Multiplikation mit „il“ eine Drehung um 180°bewirken, dann muß eine 
einzelne Multiplikation mit „il “ eine Drehung um 90° bewirken! Wirstellen fest: 

Eine Multiplikation mit „il“ entspricht einer Drehung um 90°, 
wobei wir die Drehrichtung gegen den Uhrzeigersinn definieren. 

Unser neues Vorzeichen „i“ entspricht also einer Drehung um 90“gegen den 
Uhrzeigersinn. Die alten Vorzeichen entsprechen ebenfalls einer Drehung, 
nämlich das „Minus“ entspricht einer Drehung um 180° (auf dem Zahlenstrahl) 
und ein Plus entspricht einer 0° Drehung (auf dem Zahlenstrahl). 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.4 Die imaginäre Einheit als neues Vorzeichen 


Das Vorzeichen k: Die Drehung um 270° 


Nächste Frage Wenn „i“ einer 90° Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn entspricht, 
welcher Drehung entspricht dann ein „k“ ? 

Wir beginnen wieder mit der entsprechenden Vorzeichenregel: 

(kl)-(kl) = -1 

Wir multiplizieren die Gleichung mit einer positiven reellen Zahl, z.B. mit 42: 

42 -(kl)- (kl) = 42 -(-7) 

Nun könnte man so Vorgehen, wie bei der vorigen Frage: Wir wissen aus der 
Schulmathematik, dass eine Multiplikation mit —1 einer Drehung 180° entspricht, 
also müßte die zweifache Multiplikation mit kl ebenfalls einer Drehung 180° 
entsprechen: 

42 -(kl)‘(kl) = 42 .(-7) 

> - * - ' 

180 ° 180 ° 

Wenn zwei Multiplikationen mit kl einer Drehung um 180“entsprechen, dann muß eine 
einzelne Multiplikation mit kl einer Drehung um 90° entsprechen. 

Hier müssen wir aber aufpassen. Wir haben bereits festgestellt, dass ein „i“ 
ebenfalls einer Drehung um 90° entspricht, wobei wir die Drehrichtung entgegen 
dem Uhrzeigersinn festgelegt hatten. Daher müssen wir für „k“ definieren, dass 
ein k einer 90° Drehung im Uhrzeigersinn entspricht, ansonsten würden nämlich 
i und k der gleichen Drehung entsprechen. Wir legen daher fest: 

Das Vorzeichen k entspricht einer Drehung um 90° im Uhrzeigersinn . 

In der Mathematik werden Drehungen aber immer entgegen dem Uhrzeigersinn 
angegeben. Wir schreiben daher besser: 

Das Vorzeichen k entspricht einer Drehung um 270° entgegen dem Uhrzeigersinn. 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.4 Die imaginäre Einheit als neues Vorzeichen 


Alte und neue Vorzeichen treten gemeinsam auf 


Frage: Was passiert, wenn bei einer Multiplikation sowohl alte als auch neue Vorzeichen 
auftreten? 

Antwort: Es ist leicht die entsprechende Vorzeichentabelle aufzustellen, da wir ja 
wissen: Ein „i“ bewirkt eine Drehung um 90° entgegen dem Uhrzeigersinn, 
ein „k“ eine Drehung um 270° entgegen dem Uhrzeigersinn, PLUS eine 
Drehung um 0°und MINUS eine Drehung um 180°: 


9. 

i • + = i 

1 mal Plus ergibt 1 

10. 

i • - = k 

i mal Minus ergibt k 

11. 

k • + = k 

k mal Plus ergibt k 

12. 

k • - = i 

k mal Minus ergibt i 


Das Vorzeichen „k“ ist unnötig, weil es dem Vorzeichen ,,-i“ entspricht 


Letzte Frage. Benötige ich das Vorzeichen k überhaupt? Ein k entspricht einer Drehung 
um 270°. Aber diese Drehung erhalte ich auch, wenn ich um 180° und zusätzlich um 90° 
drehe, also mit -1 und danach mit il multipliziere. 

Daher ist das Vorzeichen k unnötig, und wird durch das doppelte Vorzeichen -i ersetzt. 


O 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.5 Anwendung und ein Wurzelgesetz 


1.5 Anwendung und ein Wurzelgesetz 


Anwendung der Definition: Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen 


Die imaginäre Einheit i hatten wir als die Wurzel aus -1 definiert: 

/ = 7 -/ 

Mit dieser Definition können wir nun auch Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen, 
was innerhalb der reellen Zahlen nicht möglich war. 


Beispiel: 

Nehmen wir an, wir wollen die Wurzel aus -4 ziehen. Dann zerlegen 
wir -4 zunächst in ein Produkt, in dem -1 als Faktor vorkommt: 

7 ^ 4 = 717^4 


Jetzt wenden wir das folgende Wurzelgesetz an (siehe dazu Anmerkung unten): 

7a • b = Ja -Jb 


Wir erhalten dadurch: 

71 4=J^1-J4 

Die Wurzel aus 4 ergibt 2, also erhalten wir: 

7^4 = 7 ^ 7-2 

Weil wir gerade gezeigt haben, dass die Wurzel aus -1 gleich der 
imaginären Einheit i ist, können wir schreiben: 

VI 4 = #2 = 2/ 

Anmerkung: Hier wurde ein Wurzelgesetz angewendet, das eigentlich nur für positive 
Radikanden definiert ist. Warum darf ich es trotzdem anwenden? Antwort: Dieses 
Wurzelgesetz gilt auch dann, wenn ein Radikand positiv und der andere negativ ist. 

Mehr zu den Wurzelgesetzen am Ende dieses Kapitels. 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.6 Addition und Subtraktion imaginärer Zahlen 


1.6 Addition und Subtraktion imaginärer Zahlen 

Die Regel _ 


Man addiert (subtrahiert) zwei imaginäre Zahlen ai und bi nach dem 
gleichen Gesetz (Distributivgesetz), das man auch bei reellen Zahlen 
anwendet: 

ai + bi = (a + b) i 
ai - bi = (a-b ) / 

Mit anderen Worten: Man klammert die imaginäre Einheit aus. 


Beispiel 


7i + 3i = (7+3)i = 10i 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.7 Potenzen imaginärer Zahlen 


1.7 Potenzen imaginärer Zahlen 

Niedrige Potenzen imaginärer Zahlen 


Die ersten beiden Potenzen von i sind genauso definiert, wie die Potenzen 
einer reellen Zahl: Eine Zahl potenziert mit Null ergibt 1, eine Potenzbasis 
potenziert mit 1 ergibt die Potenzbasis: 

/®-0 

/’=0 

Der Trick bei der Berechnung der nächsten Potenzen besteht darin, 
dass man sich an die Definition der imaginären Einheit erinnert: 

i 2 =~i 

Nun können wir die nachfolgenden Potenzen von i berechnen: 

- 2 = E3 

i 3 = i 2 • /’ = 1i = i 

/ 4 = ; 2 ./ 2 = (- f ).(- r ) = [ 7 ] 

Nun können wir (mit Hilfe von i 2 = -1 und r = 1) die nachfolgenden 
Potenzen von i ganz einfach bestimmen: 

i 5 = i 4 .i 1 = i.i = \j\ 

/ 6 = / 4 ./ 2 = 7.(- f ) = g 

1 7 = i 4 i 2 i 1 = f.(-f)./ = E7] 

1 8 = i 4 .i 4 = 1 .i = [j\ 

1 9 = i 4 .i 4 .i 1 = 1.1.i = \j\ 

Man erkennt, dass sich die Ergebnisse nach je 4 Zeilen wiederholen: 
fj !} fj /?■■* 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.7 Potenzen imaginärer Zahlen 


|Wie berechnet man hohe Potenzen der imaginären Einheit? 


Als Beispiel berechnen wir i 401 . 

O Zuerst zerlegen wir den Exponenten in ein Produkt, in dem 
die Zahl 4 als Faktor vorkommt. 
j401 = j4-100,25 

© Die Dezi mal za hl schreiben wir als Summe: 
j401 = j4(100+0,25) 

© Nun multiplizieren wir die Klammer aus: 
j401 = j4-100+1 


© Jetzt wenden wir das Potenzgesetz a n+m =a n ■ a m an: 
j401 = j4-100 _ jl 

© Dann wenden wir das Potenzgesetz a n m = {a n ) an: 

i 401 =(i 4 f 00 -r 


© Wir haben auf der vorigen Seite gelernt, dass i 4 = 1, also erhalten wir: 
j401 = jlOO _ jl 


© Nun wenden wir folgende Potenzgesetze an: 1 n = 1 und a 1 = a 


i 401 = 1-i= i 


Anmerkung: 

Im Schritt 4 und 5 haben wir Potenzgesetze angewendet, ohne 
nachgewiesen zu haben, dass diese auch bei imaginärer Basis 
gültig sind. Wir werden diesen Beweis im Verlauf des Buches 
nachholen. 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.8 Multiplikation imaginärer Zahlen 


1.8 Multiplikation imaginärer Zahlen 

Multiplikation zweier imaginärer Zahlen _ 


Der Trick ist hier, dass man die Definition der imaginären Einheit (i 2 = -1) 
anwendet: 

3i ■ 4i = 12i 2 = = -12 


Multiplikation reelle Zahl mit imaginärer Zahl 


Man multipliziert die reelle Zahl mit dem Koeffizienten von i: 

3'4i = 12i 


Multiplikation imaginäre Zahl mit reeller Zahl 


Auch hier multipliziert man die reelle Zahl mit dem Koeffizienten von i: 

4i-3 = 12i 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.9 Division imaginärer Zahlen 


1.9 Division imaginärer Zahlen 


Divsion zweier imaginärer Zahlen 


Hier braucht man nur i kürzen. Das Ergebnis ist eine reelle Zahl: 

-9i -9i 

31 ~3\~ 


Division reelle Zahl durch imaginäre Zahl 


Der Trick ist hier, dass man mit i erweitert und dann die Definition der 
imaginären Einheit anwendet (i 2 = -i) : 

3 3i 3i 3i 3. 

2(-l) ~^2~~ 2 1 


Division imaginäre Zahl durch reelle Zahl 


Die Berechnung ist trivial: 

3/_ 3. 

2 ~ 2 1 
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1. Imaginäre Zahlen 


1.10 Mehr zu den Wurzelgesetzen 



Wir haben bereits gelernt, dass man das „Wurzelgesetz für Produkte“ anwenden darf, 
wenn nur ein Faktor im Radikanden negativ ist, bzw. wenn nur ein Radikand negativ ist: 



erlaubt 

Das „Wurzelgesetz für Produkte“ ist jedoch nicht mehr gültig, wenn im Radikanden zwei 
negative Faktoren stehen_(bzw. beide Radikanden negativ sind), wie der folgende 
Beweis zeigt. In dem Beweis wird die falsche Gleichung -1=1 bewiesen: 

P71 = /2 = m = 7(17) •>/(-/)=V(-f)-(-f) = Vi = 0 

T 

verboten 

Doch was sollen wir tun, wenn die Anwendung des „Wurzelgesetzes für Produkte“ nötig 
erscheint? Anwort: Die Anwendung dieses Wurzelgesetzes ist fast nie nötig, da man 
stattdessen die Wurzeln in imaginäre Zahlen umwandeln kann: 

falsch 

i 

A 4 ■ AÄ=V(-4) • (-9) = 436 = \6 


A? ■ -J-9=2i ■ 3i = 6i 2 = -6 
f 

richtig 

Wir werden im nächsten Band der Reihe mehr zu den Wurzelgesetzen erfahren, wenn 
wir die generalisierten Potenzen einführen werden. 
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1. Imaginäre Zahlen 1.11 Raum für eigene Ergänzungen 


1.11 Raum für eigene Ergänzungen 



























































































2. Komplexe Zahlen 


2.0 Was wir lernen werden 


2. Komplexe Zahlen 

2.0 Was wir lernen werden 

Kapitel 2.1 _ 


Im Kapitel 2.1 werden wir die Definition der komplexen Zahlen C angeben: 
C = {z\ z = a + bi wobei a,öeM} 


Kapitel 2.2 


Im Kapitel 2.2 werden wir (für Interessierte) die Theorie erklären, die hinter 
der "Definition der komplexen Zahlen" steckt. 


Kapitel 2.3 


Im Kapitel 2.3 werden wir die graphische Darstellung der komplexen Zahlen 
kennenlernen, d.h. die Gaußsche Zahlenebene. 


Kapitel 2.4 


Im Kapitel 2.4 werden wir uns Fragen: Was sind die komplexen Zahlen wirklich? 
Wir werden wieder auf das Beispiel aus dem vorigen Kapitel zurückgreifen, 
d.h. auf das Beispiel mit dem Schiff. Wir werden lernen, dass man komplexe 
Zahlen als Drehstreckungen betrachten kann. 


Kapitel 2.5 


Im Kapitel 2.5 lernen wir den Betrag einer komplexen Zahl kennen. 

I 22 

Wir lernen auch, wie man den Betrag berechnet: |z| = \j[Re(z)] + [lm(z)\ 


Kapitel 2.6 


Im Kapitel 2.6 zeigen wir, dass man zwei komplexe Zahlen nicht vergleichen kann, 
denn die komplexen Zahlen bilden einen ungeordneten Körper. 


Kapitel 2.7 


Im Kapitel 2.7 beschäftigen wir uns kurz mit weiteren Begriffen: Warum heißt die 
imaginäre Einheit manchmal j und wann sind zwei komplexe Zahlen gleich. 

Wir erklären, dass algebraische Normalform und kartesische Form das gleiche sind. 
Und wir erklären die Redewendung: Die reellen Zahlen sind in die komplexen Zahlen 
eingebettet. 
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2. Komplexe Zahlen 


2.1 Definition der komplexen Zahlen 


2.1 Definition der komplexen Zahlen 


Definition der komplexen Zahlen 


Im vorigen Kapitel haben wir die imaginäre Einheit „i“ und die imaginären Zahlen „b i“ 
eingeführt. Nun führen wir die komplexen Zahlen ein. Wird definieren die komplexen 
Zahlen als Summe aus einer rellen Zahl und einer imaginären Zahl: 


C = {z\z = a+bi wobeia,b e M} 


In Worten: 

Die Menge der komplexen Zahlen besteht aus den Zahlen z, für die gilt: 
z=a+bi wobei a und b reelle Zahlen sind. 

Warum die komplexen Zahlen genau so definiert, lernen wir im Kapitel 2.2 
Zunächst wollen wir noch einige Begriffe und Bezeichnungen kennenlernen. 


Begriffe 


Die komplexen Zahlen haben also die Form z=a+bi, wobei a und b reelle Zahlen sind. 
Die reelle Zahl a nennt man den Realteil der komplexen Zahl, und die reelle Zahl b 
nennt man den Imaginärteil der komplexen Zahl: 



■ Beachte dabei: Unter dem Imaginärteil der komplexen Zahl a+bi versteht man 
nicht etwa die imaginäre Zahl bi, sondern nur die reelle Zahl b, die vor dem i steht! 

■ Der Realteil der komplexen Zahl z wird mit Re(z) abgekürzt. 

Der Imaginärteil der komplexen Zahl z wird mit lm(z) abgekürzt. 

■ Komplexe Zahlen werden manchmal (zur Unterscheidung von reellen Zahlen) 
unterstrichen. Man schreibt dann also: z 

■ Ist der Realteil von z gleich Null, so spricht man von einer rein-imaginären Zahl z. 
Die komplexe Zahl hat dann die Form z=bi. 
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2. Komplexe Zahlen 


2.2 Theoretische Herleitung der Definition 


2.2 Theoretische Herleitung der Definition 


Vorkenntnisse 


Man sollte wissen, was man unter der „Abgeschlossenheit einer Rechenoperation“ 
versteht. Eine Erklärung findet man im Anhang. 


Die naive (aber falsche) Definition der komplexen Zahlen 


Zunächst betrachten wir die Zahlbereichserweiterungen aus dem vorigen Kapitel: 

Die natürlichen Zahlen sind abgeschlossen bezüglich der Addition . 

Die natürlichen Zahlen wurden durch die negativen Zahlen ergänzt, 
sodass die Zahlenmenge der ganzen Zahlen entstand. 

Ganze Zahlen sind bezüglich der Addition und Subtraktion abgeschlossen. 

Die ganzen Zahlen wurden durch die Bruchzahlen ergänzt, sodass 
die Zahlenmenge der rationalen Zahlen entstand. Rationale Zahlen sind 
bezüglich der Addition, Subtraktion und Division abgeschlossen. 

Die rationalen Zahlen wurden durch die irrationalen Zahlen ergänzt, sodass die 
Zahlenmenge der reellen Zahlen entstand. Durch die Einführung der reellen Zahlen 
kann man aus allen nicht-negativen Zahlen die Wurzel ziehen. 

Fälschlicherweise wird man nun vermuten, dass der nächste logische Schritt der 
folgende Schritt wäre: 

Wir ergänzen die reellen Zahlen durch die imaginären Zahlen zu einer 
neuen Zahlenmenge. Durch die Einführung dieser Zahlenmenge 
könnte man zusätzlich auch aus negativen Zahlen die Wurzel ziehen. 

Ich habe diese Menge symbolisch aufgeschrieben: 

Neue Zahlen menge = { 1,2,3,... ,1 ,± j , ^2,43,i,2i, 3i ,...} 

Diese Zahlenmenge enthält also die alten Zahlen (nämlich die reellen Zahlen, die 
wiederum aus natürlichen, rationalen und irrationalen bestehen) aber auch die neuen 
Zahlen (imaginäre Zahlen wie z.B. i, 2i, 3i, ...), mit denen man die Wurzel aus negativen 
Zahlen ziehen kann. 

Aber ist diese Definition sinnvoll? Oder führt diese Definition zu Problemen? 
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2. Komplexe Zahlen 


2.2 Theoretische Herleitung der Definition 


Würde man die neue Zahlenart auf diese Weise definieren, dann hätte man das 
folgende Problem: Die alten Zahlen (reelle Zahlen) wären zwar in der neuen 
Zahlenmenge eingebettet (d.h. die reellen Zahlen wären ein Teil der neuen 
Zahlenmenge), aber die Addition wäre nicht mehr abgeschlossen! 

Addiert man nämlich zwei Elemente aus dieser neuen Zahlenmenge, so kann es 
passieren, dass ein Ergebnis entsteht, dass nicht zu dieser Zahlenmenge gehört, 
d.h. ein Ergebnis, welches weder reell noch imaginär ist. Beispiel: 

Addiere ich die reelle Zahl 3 und die imaginäre Zahl 2i, dann ist das Ergebnis 
(z=3+2i) weder eine reelle noch eine imaginäre Zahl, sondern das Ergebnis 
setzt sich aus einer reellen und einer imaginären Zahl zusammen. 

Wir hätten also (durch diese naive Definition der neuen Zahlenart) zwar den 
Vorteil, dass wir die Wurzel aus negativen Zahlen ziehen können, aber 
gleichzeitig ginge die Abgeschlossenheit (bezüglich der Addition) verloren. 

Das ist nicht hinnehmbar, denn was nützt eine neue Zahlenmenge, in der ich zwar 
negative Zahlen radizieren kann, aber die Addition nicht mehr funktioniert, weil 
sie nicht mehr abgeschlossen ist? Diese Erweiterung wäre nutzlos. 


Die richtige Definition der komplexen Zahlen 


Man kann das Problem (d.h. die fehlende Abgeschlossenheit) aber auf einfachste Weise 
lösen. Man nimmt nicht nur die imaginären Zahlen in die neue Zahlenmenge auf, 
sondern auch Ergebnisse der Form 3+2i, oder allgemein: Ergebnisse der Form a+bi: 

Neue Zahlenmenge = { 1,2,3,...,±±±,...,4~2,43,...,i,2i,3i,...,a + bi } 

In dieser neuen Zahlenmenge kann ich die Wurzel aus negative Zahlen ziehen 
(weil die imaginären Zahlen vorhanden sind) und die Addition bleibt abgeschlossen. 

Überprüfen wir zur Übung die Abgeschlossenheit (bezüglich der Addition), 
indem wir wieder die reelle Zahl 3 und die imaginäre Zahl 2i addieren: 


z=3+2i 


Das Ergebnis ist vom Typ a+bi und liegt somit in der neuen Zahlenmenge. 

Wir haben also unser Ziel erreicht: Wir haben eine Zahlenmenge konstruiert, 
in der man einerseits die Wurzel aus negativen Zahlen ziehen kann (durch 
Flinzufügen der imaginären Zahlen), aber die Addition weiterhin eine 
abgeschlossene Rechenoperation bleibt. 
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2. Komplexe Zahlen 


2.2 Theoretische Herleitung der Definition 


[Vereinfachung der Definition 


Schauen wir uns nun unsere neue Zahlenmenge an, die wir definiert haben: 

Neue Zahlenmenge = }l,2,3,...,± ±±,...,42,43,...,i,2i,3i,...,a+bi} 

Die imaginären Zahlen brauchen wir nicht extra aufführen, denn sie sind ein 
Sonderfall der Zusammengesetzen Zahlen a+bi, wenn man a=0 annimmt. 

Neue Zahlenmenge=\1,2,3,...,^,^,^,...,42,43,...,a+bi J 

Die irrationalen Zahlen (V2.V3, ...) braucht man auch nicht aufführen, denn sie sind 
ebenfalls ein Sonderfall der Zusammengesetzen Zahlen a+bi, wenn man b=0 annimmt. 

Neue Zahlenmenge + bi} 

Aus dem gleichen Grund braucht man auch die restlichen Zahlenmengen 
(natürliche Zahlen und Brüche) nicht aufführen, dann auch sie sind ein Sonderfall 
der Zusammengesetzen Zahlen a+bi, wenn man b=0 annimmt: 

Neue Zahlenmenge = {z\z=a + bi mit a,b<a R] 

Unsere neue Zahlenmenge besteht also aus den zusammengesetzten Zahlen 
z=a+bi, und alle anderen Zahlen sind Sonderfälle. Das lateinische Wort für 
etwas Zusammengesetztes lautet „complexus“, und daher bezeichnet man 
diese zusammengesetzten Zahlen a+bi als komplexe Zahlen. Die Menge 
der komplexen Zahlen z wird mit dem Buchstaben C abgekürzt: 

C = {zlz =a + bi mit a,b e M] 


[Zusammenfassung der theoretischen Herleitung 


Wir haben zunächst eine Menge gebildet, die aus den imaginären Zahlen und den 
reellen Zahlen bestand, d.h. wir haben diese beiden Mengen vereinigt. 

In diese Menge kann man zwar Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen, aber 
diese Menge war bezüglich der Addition nicht mehr abgeschlossen, und daher 
bildete diese Menge keinen neuen Zahlenbereich. 

Daher haben wir diese beiden Mengen nicht einfach nur zusammengefasst, sondern wir 
haben eine Menge gebildet, deren Elemente (a+bi) Summen aus einer reellen Zahl a 
und einer imaginären Zahl bi sind. In dieser Menge kann man Wurzeln aus negativen 
Zahlen ziehen und diese Menge ist abgeschlossen bezüglich der Addition. Diese Menge 
haben wir als komplexe Zahlen bezeichnet. 
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2. Komplexe Zahlen 


2.3 Die Gaußsche Zahlenebene 


2.3 Die Gaußsche Zahlenebene 


Die Existenz der komplexen Zahlen war lange Zeit umstritten. Sie wurden auch von 
Mathematikern als Hirngespinst abgetan. Allgemein wurden die komplexen Zahlen erst 
anerkannt, als man auf die Idee kam, die komplexen Zahlen grafisch darzustellen. 

Die Darstellungsart wird nach dem Mathematiker Carl Friedrich Gauß als 
Gaußsche Zahlenebene bezeichnet (oder als Gaußebene). In England wird 
sie als Argandebene bezeichnet, nach dem Mathematiker Jean-Robert Argand. 

Die Gaußsche Zahlenebene besteht aus einer reellen Achse und einer imaginären 
Achse. Die Punkte auf der reellen Achse entsprechen reelle Zahlen und den Punkten 
auf der imaginären Achse entsprechen imaginäre Zahlen. 

Einer komplexen Zahl z=a+bi entspricht dann ein Punkt, der die Koordinanten 
(a,b) hat. Als Beispiel ist im Bild die komplexe Zahl z=4+5i dargestellt: 
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2. Komplexe Zahlen 


2.4 Was sind komplexe Zahlen wirklich? 


2.4 Was sind komplexe Zahlen wirklich? 


Veranschaulichung der komplexen Zahlen 


Zur Veranschaulichung nehmen wir das gleiche Beispiel (Schiff), mit dem wir bereits die 
imaginären Zahlen veranschaulicht haben. Bitte gegebenenfalls dort nochmal nachschlagen: 


Im Kapitel „Imaginäre Zahlen“ haben wir 
dargestellt, welche Vorzeichen die vier 
Fahrtrichtungen eines Schiffes haben: 

Während das Vorzeichen „Minus“ 
eine Drehung um 180°bewirkt, 
ist die imaginäre Einheit i ein Vorzeichen, 
das eine Drehung um 90°gegen den 
Uhrzeigersinn bewirkt. Kombiniert man 
die Vorzeichen „Minus“ und „i“, so 
entspricht dies einer 270° Drehung. 

Nun wird ein Schiff aber nicht nur in vier 
Richtungen fahren (rechts, links, oben, 
unten), sondern in jede beliebige Richtung. 


Die Geschwindigkeit des Schiffes hat dann 
eine reale Komponente (welche das Schiff 
an das Ziel „Europa“ bringt) und eine 
imaginäre Komponente (welche das Schiff 
nicht näher an das Ziel „Europa“ bringt. Wir 
bezeichnen die Komponenten mit Re(v) 
und lm(v), also als Realteil bzw. 

Imaginärteil der Geschwindigkeit v. 
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2. Komplexe Zahlen 


2.4 Was sind komplexe Zahlen wirklich? 


Mathematische Beschreibung dieser Veranschaulichung 


Wir wollen die Veranschaulichung der komplexen Zahlen jetzt genauer untersuchen. 
Beginnen wir mit der Veranschaulichung der reellen Zahlen: 


© Betrachtet man auf dem Zahlenstrahl die 
„1“ als Basis der reellen Zahlen, dann kann 
man sagen: Eine positive reelle Zahl a ist eine 
Streckung des Zeigers der Zahl 1, und zwar 
eine Streckung um den Faktor a. 

Beispiel: Im Bild 1 ist die Zahl 3 dargestellt. 

Sie entsteht, indem ich die Basiszahl „1“ 
um den Faktor 3 strecke. 

© Ist die reelle Zahl „negativ“, so wird der 
Zeigerder Basiszahl 1 sowohl gestreckt als 
auch um 180°gedreht. Beispiel: Im Bild 2 
sehen wir die Zahl -3. Sie entsteht, wenn 
man die „1“ um den Faktor 3 streckt und 
das Ergebnis um 180° dreht. 

Reelle Zahlen sind also Drehstreckungen 
mit einem Streckfaktor a und einem 
Drehwinkel von entweder 0°oder 180°. 

Nun noch zwei Sonderfälle (ohne Bild): 

® Ist a eine Zahl zwischen Null und Eins, so 
bezeichnet man die Streckung auch als 
Stauchung. Zum Beispiel ist eine Steckung 
um den Faktor 0,5 eigentlich eine Stauchung. 

© Die reelle Zahl 1 steht für eine Streckung 
um den Faktor 1, d.h. für keine Änderung der 
Basiszahl 1. 



Drehstreckung 
um 0° 




Drehstreckung 
um 180° 



Betrachten wir nun die imaginären Zahlen : 


Unter der imaginären Zahl bi kann man sich 

1 

Ir Drehstreckung 

eine Streckung der Zeigers „1“ um den 

z 

k um 90° gegen 

Faktor b vorstellen, dem eine Drehung um 

4 

. den Uhrzeigersinn 

90°(gegen den Uhrzeigersinn) folgt. 

3i 


Eine imaginäre Zahl bi (mit: b>0) ist 

4 


also eine Drehstreckung um 90°. 



Und -bi ist eine Drehstreckung um 270° 



(das Minus dreht um180° und das i um 90°). 


A 

Beispiel: 3i bedeutet, ich muß die „1“ um den 


1 

Faktor 3 strecken und danach das Ergebnis 



(d.h. die Zahl 3) um 90°drehe. 



Zweites Beispiel: Die imaainäre Einheit i 



entspricht einer Linksdrehung um 90° ohne 



Steckung, da der Streckfaktor 1 ist (i=1 i). 




Nun erklären wir, was man unter einer Multiplikation verstehen kann: 
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2. Komplexe Zahlen 


2.4 Was sind komplexe Zahlen wirklich? 


Unter der Multiplikation von Zahlen kann 
man sich die Hintereinanderausführung 
von Drehstreckungen vorstellen. 

1 

m 


Beispiel: 



Das Produkt -2-1,5i bedeutet, dass ich die 


b 

Basiszahl 1 zunächst um den Faktor 2 


i » 

strecke und um 180° drehe (wegen dem 

1 N--- 


Minus). Danach muss ich das Ergebnis 

-2 

1 

(also die Zahl -2) um den Faktor 1,5 
strecken und um 90° gegen den 


-2 - 1,5i =-3i 

1 

Uhrzeigersinn drehen. Als Ergebnis 
erhalte ich den Zeiger -3i. 

{ 


Jetzt wird auch die Definiton der imaginären Einheit (i 2 = -1) verständlich: 


Es handet sich bei i I 2 = i-i um eine Hintereinanderausführung (=Multiplikationszeichen!) 
zweier Drehungen um jeweils 90°, also um insgesamt 180° (ohne Streckung, da der 
Streckfaktor 1 ist). Eine Drehungstreckung um 180° entspricht aber der negativen 
reellen Zahl -1, und somit ist bewiesen, dass i 2 = i-i = -1. 


Nun fehlen nur noch die komplexen Zahlen : 


Unter einer komplexen Zahl a+bi versteht man 
die Summe aus einer „Drehstreckung um 0° 
oder 180°“ mit dem Faktor a und einer 
Drehstreckung um 90° mit dem Faktor b. 

Graphisch wird diese Addition durchgeführt, 
indem ich die Zeiger beider Drehstreckungen 
aneinander hänge, sodass eine 
Drehstreckung in eine beliebige 
Richtung entstehen kann. 

Im Beispiel (Bild) betrachten wir die komplexe 
Zahl z=3+2i, also ein Streckung um den 
Faktor 3 plus einer Drehstreckung mit 
dem Streckfaktor 2 und dem Drehwinkel 90° 
(entgegen dem Uhrzeigersinn). 

Die komplexen Zahlen sind also 
Drehstreckungen mit einem beliebigen 
Winkel, d.h. der Drehwinkel liegt 
zwischen Null und 360°. 



Wir merken uns: 

I Reelle, imaginäre und komplexe Zahlen sind Drehstreckungen, und die 

Multiplikation komplexer Zahlen ist eine Hintereinanderausführung dieser 
^rehstreckuncjei^^urcl^lies^Betrachtuncisweis^wiiT^emtändlich^las^^^ 
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2. Komplexe Zahlen 


2.4 Was sind komplexe Zahlen wirklich? 


Sind komplexe Zahlen das Gleiche wie Vektoren? 


Wir haben bereits eine Modellvorstellung für komplexe Zahlen entwickelt: Komplexe 
Zahlen beschreiben die Fahrtrichtung und Geschwindigkeit eines Schiffes. 

Anstatt komplexe Zahlen zur Beschreibung der Fahrtrichtung und Geschwindigkeit zu 
benutzen, hätte man natürlich auch Vektoren der Ebene benutzen können. Daher fragen 
sich Anfänger in der Regel: Sind komplexe Zahlen nicht einfach nur Vektoren? 

Eine Ähnlichkeit ist ja gegeben: Sowohl Vektoren als auch komplexe Zahlen bestehen 
aus „zwei Teilen“. Bei Vektoren nennt man sie x- und y-Koordinate, bei komplexen 
Zahlen nennt man sie Real- und Imaginärteil. Sind komplexe Zahlen und Vektoren also 
das Gleiche? Die Antwort lautet: „Nein“. Die Begründung lautet: 

Komplexe Zahlen kann man multiplizieren, oder genauer gesagt: Man kann eine 
Multiplikation definieren, die den gleichen Regeln unterliegt, wie die Multiplikation 
reeller Zahlen (diese Regeln nennt man Körperaxiome der Multiplikation). 

Für Vektoren sind zwar auch zwei „Multiplikationen“ definiert, aber diese 
Multiplikationen erfüllen nicht die üblichen Rechengesetze der Multiplikation 
(Körperaxiome), welche wir von den reellen Zahlen kennen. 


Schauen wir uns genauer an, welche zwei „Multiplikationen für Vektoren“ es gibt und 
welche Rechengesetze für sie nicht gültig sind: 

Man kann Vektoren mit dem Skalarprodukt multiplizieren, aber das Skalarprodukt 
kennt keine „inversen Elemente“, was übrigens zur Folge hat: Es gibt keine 
Division von Vektoren. Das Skalarprodukt ist also keine „normale“ Multiplikation. 
Außerdem ist das Skalarprodukt nicht abgeschlossen, denn das Skalarprodukt 
zweier Vektoren ist kein Vektor. 

Man kann Vektoren mit dem Vektorprodukt multiplizieren, aber das Vektorprodukt 
ist nicht kommutativ. Außerdem ist es nicht abgeschlossen (das Ergebnis ist 
nämlich kein Vektor der Ebene, sondern ein Vektor des Raumes). 

Daher ist auch das Vektorprodukt keine „normale“ Multiplikation. 


Das Ganze kann man auch mathematisch ausdrücken (falls aus der Algebra die 
Begrife „Körper“ und „Vektorraum“ bereits bekannt sind und beherrscht werden): 

Der Körper der komplexen Zahlen ist ein Sonderfall eines Vektorraumes, 
denn jeder Körper K ist auch ein Vektorraum (nämlich über sich selbst). 


Was haben komplexe Zahlen mit Matrizen zu tun? 


Wir haben bereits gelernt, dass komplexe Zahlen Drehstreckungen um einen beliebigen 
Winkel sind. Drehstreckungen von Vektoren werden in der linearen Algebra aber durch 
Matrizen dargestellt. Komplexe Zahlen können also auch durch Matrizen dargestellt 
werden. 
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2. Komplexe Zahlen 


2.5 Betrag und Argument einer komplexen Zahl 


2.5 Betrag und Argument einer komplexen Zahl 

Definition von Betrag und Argument_ 


Schauen wir uns nochmals eine komplexe Zahl z in der Gaußsche Zahlenebene an: 



■ Realteil Re(z) und Imaginärteil lm(z) von z bestimmen ein rechtwinkliges Dreieck 
(grau). Die Länge der Hypotenuse dieses Dreiecks nennt man den Betrag |z| der 
komplexen Zahl z. Oft schreibt man statt |z| einfach nur den Buchstaben r. 

Der Betrag einer komplexen Zahl ist der Abstand zwischen komplexer Zahl 
(Pfeilspitze) und Ursprung des Koordinantensystems (0,0).. 

■ Der Winkel cp zwischen Ankathete und Hypotenuse wird auch als Argument 
der komplexen Zahl z bezeichnet und mit arg(z) abgekürzt. 

■ Sind der Betrag |z| und das Argument arg(z) einer komplexen Zahl bekannt, 
so ist die komplexe Zahl dadurch eindeutig bestimmt. Diese Darstellungsform 
(Oberbegriff: Polarform) wird aber erst in den Kapiteln 3 und 4 behandelt. 

Dort werden wir die trigonometrische Form einer komplexen Zahl und die 
Exponentialform einer komplexen Zahl kennenlernen. 

■ Viele weitere Formeln, in denen der Betrag vorkommt, findet man im Kapitel 5, 
z.B. Formeln für den Betrag einer Summe, für den Betrag eines Produktes usw. 
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2. Komplexe Zahlen 


2.5 Betrag und Argument einer komplexen Zahl 


Formel zur Berechnung des Betrages 


Betrachten wir nochmals das Bild von der vorigen Seite: 



Eine Formel zur Berechnung des Betrages |z| einer komplexen Zahl z=a+bi erhält man, 
wenn man auf das graue Dreieck den Satz des Pythagoras anwendet: 


Betrag einer 
komplexen Zahl 


Beispiel 


Aufgabe: Berechne den Betrag von z=3+4i. 

Lösung: \z\ = yj[Re(z )] 2 + [lm(z)] 2 = \]3 2 + 4 2 = 425 = J5 


z I = ^[Re(z )] 2 +[lm(z )] 2 = Va 2 + b 2 
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2. Komplexe Zahlen 


2.6 Die komplexen Zahlen als ungeordneter Körper 


2.6 Die komplexen Zahlen als ungeordneter Körper 

Eine anschauliche Erklärung, warum eine Anordnung unmöglich ist 


Die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen R bilden jeweils einen sogenannten 
angeordneten Körper, d.h. man kann zu zwei unterschiedlichen Zahlen (mit Hilfe der 
Ordnungsrelation < bzw. >) angeben, welche Zahl die kleinere bzw. größere ist: 

Beispiel: 2 <3 

Die komplexen Zahlen bilden ebenfalls einen Körper, aber sie bilden keinen 
angeordneten Körper, d.h. man kann von zwei komplexen Zahlen nicht sagen, 
welche die größere ist. Die folgende Ungleichung ist daher sinnlos: 

55 + 2i > 3 + 42i sinnloser Ausdruck 

Dass ein Vergleich der beiden komplexen Zahlen tatsächlich sinnlos ist, 
kann man sich auch folgendermaßen überlegen: 

Die linke komplexe Zahl hat nämlich einen größeren Realteil als die rechte, 
die rechte komplexe Zahl hat einen größeren Imaginärteil als die linke. 

Daher kann man nicht sagen, welche komplexe Zahl größer ist. 


Ein fehlerhafter Versuch, eine Anordnung zu erfinden 


Schüler geben sich damit oft nicht zufrieden, und fragen, ob man nicht 
folgende Definiton einführen kann : 

z 1 < z 2 , wenn der Betrag von z 1 kleiner als der Betrag von z 2 ist. 

Aber was würde passieren, wenn man die beiden komplexen Zahlen z 1 = 1 und 
z 2 = i vergleicht ? Weil 1 und i den gleichen Betrag haben, wäre 1 weder kleiner 
noch größer als i, und folglich müßte 1 = i gelten, was offensichtlich falsch ist. 
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2. Komplexe Zahlen 


2.6 Die komplexen Zahlen als ungeordneter Körper 


Beweis für die Unmöglichkeit der Anordnung 


Um zu zeigen, dass man zwei komplexe Zahlen nicht durch die Zeichen > oder < 
vergleichen darf, reicht es aus, zwei komplexe Zahlen a und b zu finden, 
sodass weder a>b noch a<b gilt. Wir benutzen dazu die beiden komplexen 
Zahlen i und 0 (also zwei Sonderfälle einer komplexen Zahl). 


Annahme Nr. 1: 

i > 0 

Ich multipliziere beide Seiten der Gleichung 
mit i. Da ich i > 0 angenommen habe, muß ich 
das Ungleichheitszeichen nicht umdrehen. 

i 2 > 0 

Ich benutze die Definition der imaginären Einheit, also i 2 = -1. 
Dies führt zu einer widersprüchlichen Aussage, also muß die 
Annahme Nr. 1 falsch gewesen sein. 

-1>0 FALSCH 


Weil Annahme 1 falsch war, nehme ich das Gegenteil an: 


Annahme Nr.2: 

i < 0 

Ich multipliziere beide Seiten der Gleichung 
mit i. Da ich nun aber i<0 angenommen habe, 
muß ich das Ungleichheitszeichen umdrehen. 

i 2 > 0 

Ich benutze die Definition der imaginären Einheit, also i 2 = -1. 
Die führt zu einer widersprüchlichen Aussage, also muß die 
Annahme Nr.2 ebenfalls falsch gewesen sein. 

-1>0 FALSCH 


Da weder die Annahme 1 noch die Annahme 2 richtig ist, habe ich zwei komplexe 
Zahlen gefunden (i und 0), zwischen die man kein Ungleichheitszeichen setzen darf. 
Dies reicht aus um zu zeigen, dass im allgemeinen zwischen zwei komplexe Zahlen 
kein Ungleicheitszeichen gesetzt werden darf, d.h. die komplexen Zahlen können 
nicht angeordnet werden. 


Mathematischer Beweis für die Unmöglichkeit der Anordnung 


Wer sich mit der höheren Algebra gut auskennt, kann den Beweis auch 
folgendermaßen führen: 

Aus den sogenannten "Axiomen der Anordnung" kann man leicht folgern, 
dass das Quadrat eine Zahl stets positiv ist. 

Die Definition der imaginären Einheit widerspricht aber dieser Aussage, 
denn die imaginäre Einheit ist definiert als i 2 = -1 
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2. Komplexe Zahlen 


2.7 Weitere Begriffe 


2.7 Weitere Begriffe 


Warum die imaginäre Einheit in der Elektrotechnik mit j abgekürzt wird 


In der Elektrotechnik wird die imagniäre Einheit mit j bezeichnet, anstatt mit i. 
Der Grund dafür ist, dass in der Elektrotechnik der Buchstabe i für die 
elektrische Stromstärke reserviert ist. 


Algebraische Normalform wird auch kartesische Normalform genannt 


Die algebraische Normalform wird manchmal auch kartesische Normalform genannt. 


Gleichheit von komplexen Zahlen 


Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn sie in Realteil und 
Imaginärteil übereinstimmen. 

Daraus folgt der Satz: Eine komplexe Zahl ist genau dann gleich Null 
(0 = O + Oi), wenn Realteil und Imaginärteil beide gleich Null sind. 

Diesen Satz werden wir benötigen, wenn wir am Ende des Buches lernen, 
wie man Gleichungen im Bereich der komplexen Zahlen lösen kann. 


Die reellen Zahlen sind in die komplexen Zahlen eingebettet 


Reelle Zahlen sind ein Sonderfall der komplexen Zahlen, d.h. man kann 
jede reelle Zahl als komplexe Zahl schreiben. Als Beispiel kann man die 
reelle Zahl J“ als die komplexe Zahl 7 + Oi schreiben. 


Die Konjugation 


Gegeben sei eine komplexe Zahl: 
z= 3+ 42 i 

Kehrt man das Vorzeichen des Imaginärteils um, so erhält man 
die sogenannte komplex-konjugierte Zahl (komplexe Konjugation), 
die meist durch einen Oberstrich gekennzeichnet wird: 
z = 3- 42 i 

Mehr zum Thema "Konjugation" im Kapitel 5. 
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3. Die trigonometrische Form 


3.0 Was werden wir lernen? 


3. Die trigonometrische Form 

3.0 Was werden wir lernen? 


Wozu eine weitere Darstellungsart für komplexe Zahlen? 


Neben der bereits behandelten Normalform einer komplexen Zahl, gibt es noch die 

trigonometrische Form und die Exponentialform. Diese beiden Formen werden 
benötigt, weil sich dadurch Rechenvorteile ergeben. 

Trigonometrische Form und Exponentialform werden oft unter dem Oberbegriff 
Polarform zusammengefaßt. 


Kapitel 3.1 


Wir leiten wir die trigonometrische Form her. 
z = |z| • [cos(^) + / • S/'/l (<£>)] 


Kapitel 3.2 


Wir erklären wir, was man unter der cis-Schreibweise versteht. 


Kapitel 3.3 


Wir zeigen hier folgendes: Manchmal liegt die trigonometrische Form nicht vor, sondern 
eine ähnliche Form. Wir zeigen drei Tricks, mit denen solche Ausdrücke in die 
trigonometrische Form umgewandelt werden können. 
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3. Die trigonometrische Form 


3.1 Herleitung der trigonometrischen Form 


3.1 Herleitung der trigonometrischen Form 


Herleitung der trigonometrischen Form 


Gegeben sei eine komplexe Zahl z=a+bi 
in der Gausschen Zahlenebene 



Da ein rechtwinkliges Dreieck vorliegt, 
können wir die Definition des Kosinus 
bzw. des Sinus anwenden: 

© Kosinus = Ankathete durch 
Hypotenuse 

© Sinus = Gegenkathete durch 
Hypotenuse 



Wir stellen diese beiden Gleichungen 
nach a bzw. nach b um 



In der Normalform (z=a+bi) können wir 
jetzt a und b ersetzen. Dadurch erhalten 

wir die trigonometrische Form einer 
komplexen Zahl. 



Meist klammert man aber noch |z| 
weil der Ausdruck kürzer wird. 


aus, 



Umrechnungen zwischen Normalform und trigonometrischer Form 
werden später in einem eigenen Kapitel erläutert. 
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3. Die trigonometrische Form 


3.2 Die cis-Bezeichnung 


3.2 Die cis-Bezeichnung 


Erklärung der cis-Schreibweise 


ln manchen Büchern und Skripten stößt man auf die Bezeichnung „cis-Form“. 

Die Buchstaben „cis“ sollen dabei für Cosin us, Imaginäre Einheit und Sinus stehen: 

cos(<p)+ /• sin(<p ) 

t t t 

c i s 


Beispiel 


Frage: 

Was bedeutet cis(40 °) ? 


Antwort: 

cis(40 °) = cos (40 °) + i ■ sin (40 °) 
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3. Die trigonometrische Form 


3.3 Tricks: Wenn die trigonometrische Form nicht vorliegt 


3.3 Tricks: Wenn die trigonometrische Form nicht vorliegt 


Die drei Kennzeichen der trigonometrischen Form 


1. Die Winkel müssen gleich sein (gleicher Betrag und gleiches Vorzeichen). 

2. Die cis-Form muß vorliegen. 

3. Zwischen Kosinusfunktion und Sinusfunktion muß ein „Plus“ stehen (kein Minus). 

Oft fehlen aber ein oder mehrere dieser drei Kennzeichen, d.h. es liegt eine Form vor, 
die „so ähnlich“ wie die trigonometrische Form aussieht. Dann kann man mit den drei 
folgenden Tricks versuchen, die trigonometrische Form herzustellen. 


1 .Trick zur trigonometrischen Form 


Wir zeigen, wie man die trigonometrische Form herstellt, wenn die Winkel 
unterschiedliche Vorzeichen haben: 


Gegeben ist ein Ausdruck, der zwar so ähnlich aussieht, 
wie die trigonometrische Form, jedoch unterscheiden 
sich die beiden Winkel in ihrem Vorzeichen. 

Wir machen uns die Tatsache zu Nutze, dass die 
Kosinusfunktion eine gerade Funktion ist, d.h. 
es gilt f(-x) = f(x) bzw. cos(-cp) = cos(cp): 


cos(-(p) + i ■ sin((p) 


cos((p) + i -sin((p) 



Daher dürfen wir das Vorzeichen des Winkels 
der Kosinus funktion frei wählen, und ersetzen 
in unserem Beispiel cos(-cp) durch cos(cp): 
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3. Die trigonometrische Form 


3.3 Tricks: Wenn die trigonometrische Form nicht vorliegt 


2.Trick zur trigonometrischen Form 


Wir zeigen, wie man die trigonometrische Form herstellt, wenn Sinus und Kosinus auf 
vertauschten Plätzen stehen (es liegt dann nicht die cis-Form sondern die sic-Form vor): 


Gegeben ist ein Ausdruck, der zwar so ähnlich 
aussieht, wie die trigonometrische Form, 
jedoch stehen Sinus und Kosinus auf 
vertauschten (falschen) Plätzen: 

sin(<p) + i ■ cos(cp) 

Wir nutzen nun folgt 

... i 

sm((p) = cos — cp 
\2 

Den Beweis der Foi 

snde Formel aus der Trigonometrie: 

r mel findet man im Anhang. 

(n \ . /x 

COS - (p +l-COS((p) 

\2 J 

Zweitens nutzen eir 
der Trigonometrie. / 

,; .r* i 

cos((p) = sin — cp 

\2 y 1 

le weitere Formel aus 

Die Formel lautet: 

(n \ . . ( n \ 

cos — cp + 1 -sin — cp 

\2 J \2 ) 


3.Trick zur trigonometrischen Form 


Wir zeigen, wie man die trigonometrische Form herstellt, wenn ein „Minus“ 
zwischen Realteil und Imaginärteil steht: __ 


Gegeben ist ein Ausdruck, der zwar so ähnlich 
aussieht, wie die trigonometrische Form, 
jedoch steht zwischen Real- und Imaginärteil 
ein "Minus" anstatt einem "Plus": 

cos{<p)-i -sin(<p) 

Wir machen uns die Tatsache zu Nutze, dass 
die Sinusfunktion eine ungerade Funktion ist, 
d.h. es gilt f(-x ) = -fix) 

cos(<p) + i -sin (-cp) 

Nun haben wir zwar das Problem mit dem "Minus" 
gelöst, aber ein neues Problem geschaffen: 

Die Winkel im Real- und Imaginärteil sind nicht 
gleich, sondern unterscheiden sich im Vorzeichen. 

Dies ist aber kein Problem, denn wir können 

Trick 1 an wenden, und das Vorzeichen des 
Kosinus-Argumentes wechseln: 

cos(-(p) + i -sin(-<p) 
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3. Die trigonometrische Form 


3.3 Tricks: Wenn die trigonometrische Form nicht vorliegt 


Beispiel in dem alle drei Tricks angewendet werden müssen 


Im Beispiel werden alle drei Tricks benutzt, um die trigonometrische Form herzustellen: 


Gegeben ist ein Ausdruck, der zwar so ähnlich 
aussieht, wie die trigonometrische Form, 
jedoch haben die Winkel unterschiedliche 
Vorzeichen, es stehtein "Minus"zwischen 

Sinus und Kosinus, obwohl dort ein "Plus" 
stehen müßte, und Sinus und Kosinus 
stehen auf vertauschten Plätzen: 

sin (cp) - i ■ cos(-<p ) 

Zunächst wenden wir Trick 1 an, und 
machen dadurch die Winkel gleich. 

sin{rp)-i ■ cos(<p) 

Jetzt wenden wir Trick 2 an, und 
wandeln den Sinus in den Kosinus um, 
und den Kosinus in den Sinus: 

cos\ 

r n 

~-(P 

V 2 J 

| - / • sin 

r n 

-T-P 

V 2 


Jetzt wenden wir Trick 3 an. Dadurch 
wird das Rechenzeichen zwischen 

Real- und Imaginärteil zu "Plus". 

cos\ 

(n \ 

-T-P 

v 2 V 

+ / • sin 

r / 

v v 

n ^ 

-T-P 

2 J) 

Zunächst wenden wir auf die 

Kosinusfunktion Trick 1 an, und 
machen dadurch die Winkel gleich. 

cos 

f (n V . . 

- -~<p +1 -sin 

l V2 JJ 

r ( 

v v 

n ^ 

-T-P 

2 )) 

Jetzt lösen wir die inneren Klammern auf, 
indem wir folgende Vorzeichenregel anwenden, 
die wir aus der Schule kennen: 

Will man eine Klammer auf lösen, und steht ein 
"Minus" vor der Klammer, dann muß man alle 
Vorzeichen in der Klammer umdrehen. 


r 

p -ö 

k 2) 

\ + i -sin\ 

r n N 

P~^ 

\ 2 y 
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4.Die Exponentialform 


4.0 Was werden wir lernen? 



Hier lernen wir die Eulersche Formel kennen: 

e up = cos cp + /-sirup 

Wir beweisen die Formel zwar im nächsten Unterkapitel, aber da der Beweis einige 
Kenntnisse der komplexen Reihenlehre erfordert, die man erst später im Studium 
erlangt, sollte der Beweis von Anfängern übergangen werden. 


Kapitel 4.2 
Kapitel 4.3 


Wir beweisen die Eulersche Formel. Der Beweis kann übergangen werden. 


Hier lernen wir die Exponentialform kennen, und eine Umrechnungsformel, mit der man 
zwischen trigonometrischer Form und Exponentialform umrechnen kann: 

z = |z| • e up und |z| • [coscp + i-sirup] = \z\ - e l<p 


Übung zur Exponentialform 


Kapitel 4.4 
Kapitel 4.5 


Hier leiten wir eine Folgerung aus der Eulerschen Formel kennen. 

gia+ib _ gia _ gib 


Kapitel 4.6 


Wir leiten Formeln her, mit denen man die reelle Sinus- bzw. Kosinusfunktion durch eine 
komplexe Exponentialfunktion ausdrücken kann. 


sin((p) = 


e l<p - e~ l<p 


COS((p ) = 


e' <p + e~ ,(p 


Kapitel 4.7 


Wir leiten die komplexe Sinus- und Kosinusfunktion her: 


sin(z) = 


e lz - e~ lz 


cos(z) = 


e lz + e lz 
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4.Die Exponentialform 


4.1 Die Eulersche Formel und die Eulersche Identität 


4.1 Die Eulersche Formel und die Eulersche Identität 


Die Eulersche Formel 


Es gibt im Komplexen eine Formel, die eine Verbindung zwischen den 
trigonometrischen Funktionen und der Exponentialfunktion herstellt. 

Es ist die berühmte und wichtige Eulersche Formel: 


e l<p = cos <p + i-sirup 


Die Eulersche Formel 


Den Beweis findet man auf der nächsten Seite. Der Beweis sollte aber übersprungen 
werden, da er zum Fachgebiet Reihenlehre gehört, dass in einem Folgeband behandelt 
wird. 


Die Eulersche Identität 


Die Eulersche Identität wird von Mathematikern als besonders „schön“ empfunden, 
weil in ihr drei berühmte Konstanten Vorkommen: e, i und 7i 



Die Eulersche Identität 


Sie entsteht, wenn man in der Eulerschen Formel (für den Winkel) die Zahl n einsetzt: 
Wir nehmen die Eulersche Formel: 

e" p = cos<p + i-sirup 

Als Winkel cp wähle ich nun cp=7r : 

e' K = cos 7t + i-sin x 

Laut Taschenrechner ist cos(7i) = -1 und sin(7t)=0. 

Dies liefert uns die gewünschte Formel: 

et* = -1 
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4.Die Exponentialform 


4.2 Beweis der Eulerschen Formel durch Reihen 



e lz = 1 + iz+ 


(izf , (izf , (izf 


Der Beweis führe ich direkt für komplexe Argumente z, und nicht nur für reelle Winkel cp: 


Zunächst stellen wir die 
Reihenentwicklung für die 
komplexe Exponentialfunktion 
auf. 


Wir ordnen die Terme nach 
geraden und ungeraden 
Potenzen von z. Beachte: 
Die 1 ist eine gerade 
Potenz von z, denn 1=1 z° 


Auf alle Zähler wenden wir 
das folgende Potenzgesetz an: 

( ab) n = a n b n 


Aus der zweiten Klammer 
klammern wir i aus. 


Wir beachten, dass 

i 2 = -1 
i 4 = 1 
i 6 = -1 

i 8 = 1 
usw. 


Die erste Klammer stellt die 
Reihenentwicklung der 
Kosinusfunktion dar, die 
zweite Klammer entspricht 
der Reihenentwicklung 
der Sinusfunktion. 



e = cos( z)+i ■ sin( z) 
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4.Die Exponentialform 


4.3 Die Exponentialform einer komplexen Zahl 


4.3 Die Exponentialform einer komplexen Zahl 

Die Exponentialform einer komplexen Zahl _ 


Wir haben bereits zwei Darstellungsformen für komplexe Zahlen kennengelernt: 
Die algebraische Form und die trigonometrische Form. Nun lernen wir die dritte 
und letzte Darstellungsform für komplexe Zahlen kennen: 


Z = |z| • e i<p 


Die Exponentialform einer komplexen Zahl 


Die Umrechnung zwischen trigonometrischer Form und Exponentialform erfolgt dabei 
nach der folgenden Formel: 


z| • [cos cp + i-sirup] = |z| • e up 


Formel für die Umrechnung 
zwischen trigonometrischer 
Form und Exponentialform 


Wie man sieht ist die Umrechnung zwischen trigonometrischer Form und 
Exponentialform ohne Rechnung möglich, da der Betrag und der Winkel in beiden 
Formel Vorkommen, und nur übernommen werden müssen. 

Da beide Darstellungsformen (trigonometrische Form und Exponentialform) fast 
identisch sind, fasst man sie unter dem Oberbegriff „Polarform“ zusammen. 


Beweis der Umrechnungsformel 

Als Ausgangsgleichung nehmen wir 
die trigonometrische Form: 


• [cos (p + i-sirup] = 

Auf die eckige Klammer wenden wir die 
Eulersche Formel an: 


1 • [cos(p + i-sirup] = \z\- e" p 


Beispiel: Trigonometrische Form in Exponentialform umrechnen 


42\cos{2) + i-sin(2)\ = 42- e 2 ' 


Beispiel: Exponentialform in trigonometrische Form umrechnen 


17-e 2 -17 - 


cos 


(i) + i.sin(i) 


Umrechnung zwischen Normalform und Polarform 


Die Umrechnungen zwischen der algebraischen Normalform und der Polarform 
(trigonometrische Form und Exponentialform) sind kompliziert und aufwendig. 
Daher haben diese Umrechnungen eigene Kapitel erhalten. 
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4.Die Exponentialform 


4.4 Übung: Exponentialform ablesen 


4.4 Übung: Exponentialform ablesen 

Aufgabe_ 


Wie lautet die Exponentialform der komplexen Zahl, die im Bild zu sehen ist? 



Lösung 


Der Betrag der komplexen Zahl z beträgt 3. 

Der Winkel der komplexen Zahl z beträgt 45°, also n/4. 

/•— 

Die Exponentialform lautet also: z = 3e 4 
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4.Die Exponentialform 


4.5 Folgerung: Eigenschaft der Exponentialfunktion 


4.5 Folgerung: Eigenschaft der Exponentialfunktion 


Wir wollen nun eine wichtige Folgerung aus der Eulerschen Formel beweisen, nämlich 
ein Gesetz für die „Exponentialfunktion mit rein-imaginären Exponenten“. 

Wir werden diese Formel bald benötigen, z.B. im Kapitel „Multiplikation in Polarform“. 

Wenn wir im nächsten Band die komplexe Exponentialfunktion einführen werden, 
werden wir sehen, dass dieses Gesetz nicht nur für imaginäre Exponenten gilt, 
sondern auch für komplexe Exponenten. 


Satz 


Für die imaginären Exponenten „ia“ und „ib“ gilt der folgende Satz: 


Ja+ib _ Ja ' Jb 


Wichtiger Satz über die e-Funktion 


Wenn wir im nächsten Band die komplexe Exponentialfunktion einführen, werden 
wir lernen, dass das Gesetz nicht nur für imaginäre Exponenten gilt, sondern auch für 
komplexe Exponenten. 


[Vorbemerkung zum Beweis 


Für den Beweis benötigen wir (neben der Eulerschen Formel) noch die reellen 
Additionstheoreme für den Sinus und Kosinus, die wir aus der Schulmathematik 
kennen. Zur Erinnerung schreibe ich die reellen Additionstheoreme nochmals auf: 

• sin(a±b) = sirt(a) ■ cos(b) ± cos(a) ■ sin(b) 

• cos(a±b) = cos(a)-cos(b) + s/n(a)-sin(b) 

Anmerkung: Es gibt übrigens auch noch komplexe Additionstheoreme. Diese werden 
wir am Ende des Buches kennenlernen (in der komplexen Trigonometrie). 

Jetzt können wir mit dem Beweis beginnen (bitte umblättern): 
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4.Die Exponentialform 


4.5 Folgerung: Eigenschaft der Exponentialfunktion 


Beweis 


Wir klammern i aus: 

giia+b) _ gia+ib 

Zunächst wenden wir die Eulersche Formel an: 
e ,{a+b) = cos{a+b ) + / • sin{a + b) 

Nun wenden ich die reellen Additionstheoreme für Kosinus und Sinus an: 

e lia+b) = cos(a) ■ cos(b) - sir>(a) ■ sin(b) + / • \_sin(a) • cos(b) + cos(a) ■ s/n(b)J 

Eckige Klammer ausmultiplizeren: 

e ,(a+b> = cos(a) ■ cos(b) - sin(a) ■ sin(b) + i ■ sin(a) • cos(b) + i • cos(a) ■ sin(b) 


Wir haben vier Summanden. Im 1. und 3.Summanden klammern wir cos(b) aus, 
im 2. und 4.Summanden klammern wir sin(b) aus 

e iia+b) = cos(b) ■ [cos(a) + / • s/'/i(a)] + sin(b) ■ [/ • cos(a) - s/'/i(a)] 

Wir versuchen nun, die 2. eckige Klammer in die „Eulersche Formel“ umzuformen: 
Dazu ersetzen wir in der zweiten eckigen Klammer das Minus durch i 2 : 

e lia+b) = cos(b) ■ [cos(a) + / • s/n(a)] + sin(b) • [ / • cos(a) + i 2 s/n(a)] 


Zweite eckige Klammer: Ein „i“ ausklammern. 

e /(a+w = cos(b) ■ [cos(a) + / • s/a(a)] + / • sin(b) ■ [cos(a) + / • s/a(a)] 


Die eckige Klammer selbst wieder ausklammern: 

e l(a+b) = [cos(a) + / • s/n(a)] • [cos(£>) + / • s/n(jb)] 


Auf beide Klammern jeweils die Eulersche Formel anwenden: 


g/fa+b) 



Klammer ausmultiplizieren ergibt die gewünschte Formel: 


gia+ib _ Q ia _ Q ib 
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4.Die Exponentialform 


4.6 Reeller Sinus/Kosinus und komplexe e-Funktion 


4.6 Reeller Sinus/Kosinus und komplexe e-Funktion 


|Worum geht es? 


Als Anwendung der Eulerschen Formel leiten wir eine Formel her, mit der man die reelle 
Sinus- bzw. Kosinusfunktion durch die komplexe Exponentialfunktion ausdrücken kann. 

Diese neue Definition ist in vielen Bereichen der höheren Mathematik sehr nützlich, 
z.B. wenn man die Laplace-Transformierte trigonometrischer Funktionen (Sinus- 
und Kosinusfunktion) berechnen will (siehe Buch Laplace-Transformation). 


Die Formeln 


Die Umrechnungsformeln für den reilen Sinus und Kosinus lauten: 


Der reelle Sinus, ausgedrückt 
durch die komplexe e-Funktion 


Der reelle Kosinus, ausgedrückt 
durch die komplexe e-Funktion 


Der Beweis folgt auf der nächsten Seite. 
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4.Die Exponentialform 


4.6 Reeller Sinus/Kosinus und komplexe e-Funktion 


Beweis der Formeln für den Sinus bzw. Kosinus 


Wir beginnen mit der Euierschen Formel: 

(i) 

Wir ersetzen den Winkel cp durch - cp: 

( 2 ) 

Nun machen wir uns die Tatsache zunutze, dass die Kosinusfunktion eine gerade 
Funktion ist, d.h. es gilt cos(-cp) = cos(cp), und dass die Sinusfunktion eine ungerade 
Funktion ist, d.h. es gilt sin(-cp) = -sin(cp): 

(3) 

Nun nehmen wir (1) und subtrahieren Gleichung (3): 

(4) 

Wir dividieren beide Seiten durch 2i und erhalten die gewünschte Formel für sin(cp): 

Die reelle Sinusfunktion ausgedrückt 
durch die komplexe Exponentialfunktion 

Wenn wir Gleichung (1) und (3) nicht subtrahieren sondern addieren, dann erhalten wir: 

( 6 ) 

Wir dividieren beide Seiten durch 2 und erhalten die gewünschte Formel für cos(cp): 


Die reelle Kosinusfunktion ausgedrückt 
durch die komplexe Exponentialfunktion 
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4.Die Exponentialform 


4.7 Definition der komplexen Sinus und Kosinusfunktion 


|4.7 Definition der komplexen Sinus und Kosinusfunktion 

[Vorbemerkung zu den Definitionen 


Im vorigen Unterkapitel haben wir eine Formel hergeleitet, um die reelle Sinus- bzw. 
Kosinusfunktion durch die komplexe Exponentialfunktion auszudrücken. Da wir 
gerade beim Thema „Sinus/Kosinus“ sind, definieren wir die komplexe Sinus- und 
Kosinusfunktion. Später werden wir uns ausführlich (in eigenen Kapiteln) 
mit ihnen beschäftigen. 


Definition der komplexen Sinus- und Kosinusfunktion 


Die komplexe Sinus- bzw. Kosinusfunktion wird genauso definiert, wie die reelle Sinus- 
bzw. Kosinusfunktion, die wir gerade mit Hilfe der Eulerschen Formel bewiesen haben: 



Definition der komplexen 
Sinusfunktion 


Definition der komplexen 
Kosinusfunktion 


[Anmerkung zur Definition 


Interessant ist die Frage, warum wir die komplexe Sinus- bzw. Kosinusfunktion genauso 
definieren, wie die reelle Sinus- bzw. Kosinusfunktion. 

Betrachten wir als Beispiel den komplexen Sinus. Nehmen wir an, reeller und komplexer 
Sinus wären unterschiedlich definiert. Dann würden wir für den reellen Sinus einer 
bestimmten Zahl zwei abweichende Ergebnisse erhalten, denn der reelle Sinus könnte 
mit beiden Formel berechnet werden: 

1. Der reelle Sinus könnte mit der Formel für den reellen Sinus berechnet werden. 

2. Der reelle Sinus könnte aber auch mit der Formel für den komplexen Sinus 
berechnet werden, denn reelle Zahlen sind ein Sonderfall der komplexen Zahlen. 

Wären nun beide Formel unterschiedlich definiert, so würde man beim Einsetzen von 
reellen Zahlen unterschiedliche Funktionswerte erhalten. 

Es ist also logisch, den komplexen Sinus (bzw. Kosinus) genauso zu definieren, wie den 
reellen Sinus (bzw. Kosinus). 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.0 Was lernen wir? 


5. Sätze über komplexe Zahlen 

5.0 Was lernen wir? 

Didaktischer Hinweis 


Jeder Satz wird in einem eigenen Unterkapitel erklärt und bewiesen. Für Schüler reicht es meist 
aus, die Unterkapitel 5.1 bis 5.4 zu bearbeiten. 


Inhalt 


5.1 z = a+bi =>z = a-bi 

5.2 z+z = 2- Reiz) 

5.3 z-z = 2ilm(z ) 

5.4 z-z = a 2 + b 2 =\zf wenn: z = a+bi 

5.5 1 = ^ z*0 

z \z\ 

5.6 Zi + Z 2 — Zj Z 2 

5.7 z 1 -z 2 =z 1 -z 2 

5.8 z 1 ■ z 2 =z 1 ■ z 2 

5.10 z n =iz 

5.11 z = z 

5.12 \z\ = \z\ 

5.13 \z- w\ = |z| • \w\ 

5.14 — = w * 0 

w \w\ 

5.15 jf?e(z)| < |z| 

5.16 |/m(z)|<|z| 

5.17 Reiz ±w) = Reiz) ±Reiw) 

5.18 lmiz±w) = lmiz)± Imiw) 

5.19 |z + w\ < |z| + \w\ z,w <=C 

5.20 |z-w|>|z|-|w| z,weC 

5.21 Häufiger Fehler: Es wird nicht beachtet, dass im allgemeinen \z\ 2 * z 2 . 

5.22 Übungsaufgaben 

5.23 Raum für eigene Ergänzungen 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.1 Die Konjugation 


5.1 Die Konjugation 


Die Konjugation 


■ Ändert man bei einer komplexen Zahl z=a+ bi das Vorzeichen 
des Imaginärteils, so bezeichnet man das Ergebnis als die zu z 
komplex konjugierte Zahl, die meist mit z oder z * bezeichnet wird. 

■ Somit gilt: 

Ist z = a + bi so lautet die komplex konjugierte Zahl z = a-bi. . 

Ist z = a-bi so lautet die komplex konjugierte Zahl z = a + bi. 

■ Die beiden Zahlen z = a + bi und z = a-bi werden als 
konjugiert komplexes Zahlenpaar bezeichnet. 


Graphische Darstellung der Konjugation 


Bildet man die konjugiert komplexe Zahl, so entspricht dies einer 
Spiegelung an der reellen Achse. 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 5.2 Summe aus komplexer Zahl und Konjugation 



Addiert man zu einer komplexen Zahl das Konjugierte, so erhält man als Ergebnis 
reelle Zahl, nämlich das Zweifache des Realteils von z: 


z+z = 2Re(z) 


Anwendungen 


Diese Formel wird später bei einem ganz bestimmten Verfahren benötigt, bei dem es 
darum geht, die sogenannte „Analytizität“ einer komplexe Funktion zu beweisen. 


Zweitens kann mit dieser Formel ohne konkrete Rechnung erkennen, dass die Summe 
aus einer komplexen Zahl und der zugehörigen konjugiert komplexer Zahl eine reelle 
Zahl ist. Dies ist manchmal hilfreich. 



Zahlenbeispiel 


(7 + 9i) + (7 - 9i) = 2 -7 = 14 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.3 Differenz aus komplexer Zahl und Konjugation 


5.3 Differenz aus komplexer Zahl und Konjugation 

Satz 


Subtrahiert man von einer komplexen Zahl ihr Konjugiertes, so erhält man als Ergebnis 
eine imaginäre Zahl: 

z-z = 2i-lm(z) 


Beweis 


Gesucht: 

z-z = 

Sei z = a +bi 

z-z = (a + bi )-(a-bi) 

Klammer aufiösen: 

z-z =a-a + bi + bi 

Vereinfachen: 

z-z =2-bi 

lm(z) = b beachten: 

z-z =2iim{z) 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.4 Produkt aus komplexer Zahl und Konjugation 


5.4 Produkt aus komplexer Zahl und Konjugation 


Satz 


Multipliziert man zwei konjugiert komplexe Zahlen, so ist das Ergebnis eine reelle Zahl. 
Diese Tatsache ist z.B. nützlich, wenn ein Bruch einen komplexen Nenner hat, und man 
diesen reell machen möchte (wir werden später zeigen, wie das funktioniert). 

Wenn z=a+bi dann gilt: 


zz = a 2 + b 2 



Beweis 


Sei z = a + bi. Dann gilt: 


Gegeben: 

zz = 

Ausführlich schreiben: 

zz = (a + bi)(a-bi) 

Klammern ausmultiplizieren: 

zz = a 2 -abi + abi - b 2 i 2 

Die Definition i 2 =-1 
anwenden: 

z-z = a 2 + b 2 

Die Formel für den Betrag 
einer komplexen Zahl 

anwenden: |z| = V a 2 + b 2 

<M 

_N 

II 

IN 

N 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.5 Quotient aus komplexer Zahl und Konjugation 


5.5 Quotient aus komplexer Zahl und Konjugation 


Vorbemerkung 


Auf der vorigen Seite haben wir gesehen, dass das Produkt aus komplexer Zahl und 
ihrer Konjugation eine reelle Zahl ist. Oft stellt sich die Frage, ob dies auch für den 
Quotionten gilt. Die Antwort ist „nein“, denn es gilt der folgende Satz: 



















5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.6 Konjugation einer Summe 


5.6 Konjugation einer Summe 

^atz 


Man findet das komplex Konjugierte einer Summe, indem man die einzelnen 
Summanden komplex konjugiert: 


Z 1+ Z 2~ z 1 + z 2 


Beweis 


Gegeben: 


Zi + Z 2 


Ausführlich schreiben: 


(a 1 + jfcy) + (a 2 + b 2 i) 


Umordnen: 


a 1 + a 2 + jb r / + b 2 i 


i ausklammern: 


(a, + a 2 )+ i(b, + b 2 ) 


Das komplex Konjugierte bilden: 


a 1 + a 2 -i(b 1 + b 2 ) 


i ausmultiplizieren: 


a 1 + a 2 - b-fi - b 2 i 


Umordnen: 


a 1 - 1 fcy + a 2 - b 2 i 


Zur Verdeutlichung Klammern setzen: (a 1 - b/) + (a 2 - b 2 i) 


Die komplex Konjugierten bilden: 


Zur Kurzschreibweise wechseln 


ergibt die Lösung: 


a 1 + bfi + a 2 + b 2 i 




























5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.7 Konjugation einer Differenz 


5.7 Konjugation einer Differenz 


Man findet das komplex Konjugierte einer Differenz, indem man Minuend und 
Subtrahend einzeln konjugiert: 



Beweis 


Gegeben: 


Ausführlich schreiben: 



(a 1 + b 1 i)-(a 2 + b 2 i) 


Um ordnen: 


1 -a 2 J r tyi - b 2 i 


i ausklammern: 


(3,~a 2 ) + i(b,-b 2 ) 


Das komplex Konjugierte bilden: ( a 1 - a 2 ) - / (- b 2 ) 


i ausmultiplizieren: 


1 -a 2 - jfcy + b 2 i 


Umordnen: 


a 1 - bji - a 2 + b 2 i 


Klammern setzen: 


{a, -b 1 i)-(a 2 -b 2 i) 


Die komplex Konjugierten bilden: a 1 + tyi - a 2 + b 2 i 


Zur Kurzschreibweise wechseln: z 1 - z 2 


























5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.8 Konjugation eines Produktes 


5.8 Konjugation eines Produktes 


Satz 


Das komplex Konjugierte eines Produktes findet man, indem man die einzelnen 
Faktoren komplex konjugiert: 



Beweisidee 


Die Beweisidee besteht darin, dass wir zunächst den Quotienten in eine 
einzelne komplexe Zahl umformen. 

Dadurch können wir dann die Konjugation durchführen, denn die Konjugation 
ist ja nur für eine einzelne komplexe Zahl definiert. 

Sobald wir die Konjugation durchgeführt haben, wandeln wir die komplexe Zahl 
wieder in die zwei gegebenen komplexen Zahlen um. 


Beweis 


Gegeben: 

z r z 2 

Ausführlich schreiben: 

(a 1 + b 1 i)-(a 2 + b 2 i) 

Ausmultiplizieren (Beachte: i 2 =-1): 

^1^2 &lb 2 l ^2^1 i — ^1^2 

i ausklammern: 

a 7 a 2 + i{n 1 b 2 + a 2 b-, ) - 

Das komplex Konjugierte bilden: 

a 7 a 2 - / (a-,b 2 + a 2 ö 7 ) - b-,b 2 

Klammer ausmultiplizieren: 

3. ^3 .2 + + i 32 b-j — bjb 2 

a-i ausklammern: 

a 1 (a 2 + ib 2 ) + /ä 2 b ? - bp 2 

i 2 = -1: 

a 1 (a 2 + ib 2 ) + /ä 2 b ? + i 2 b 1 b 2 

b-f i ausklammern : 

a 1 (a 2 + ib 2 ) + b 1 i{a 2 + ib 2 ) 

( a 2 + ib 2 ) ausklammern: 

(ai + b 1 i)-(a 2 + ib 2 ) 

Die komplex Konjugierten bilden: 

a 1 - b-ji ■ a 2 - b 2 i 

Zur Kurzschreibweise wechseln: 

Z 1 Z 2 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.9 Konjugation eines Quotienten 


5.9 Konjugation eines Quotienten 


Satz 


Sucht man das komplex Konjugierte eines Quotienten zweier komplexer Zahlen, dann 
findet man es, indem man Zähler und Nenner einzeln konjugiert: 


f -7 \ 


\ Z 2J 



mit: z 2 *0 


Beweisidee 


Die Beweisidee ist die gleiche, wie bei der Konjugation eines Produktes (voriges 
Unterkapitel). 

Die Beweisidee besteht darin, dass wir zunächst den Quotienten in eine einzelne 
komplexe Zahl umformen. 

Dadurch können wir dann die Konjugation durchführen, denn die Konjugation 
ist ja nur für eine einzelne komplexe Zahl definiert. 

Sobald wir die Konjugation durchgeführt haben, wandeln wir die komplexe Zahl 
wieder in die zwei gegebenen komplexen Zahlen um. 

Der Beweis folgt auf der nächsten Seite. 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.9 Konjugation eines Quotienten 


Beweis 


Gegeben: 


Jz) 

Ausführlich schreiben: 


(a + bi) 1 
_{c + di)\ 

Erweitern mit dem komplex Konjugierten des 

Nenners (damit der Nenner rational wird): 


(a + bi) (c-di) 
_(c + di) (c-di)_ 


Nenner wir rational durch Anwendung der Formel für die 
"Multiplikation mit Konjugierten" 


(a + bi)-(c-di) 

[ ( c 2 + d 2 ) J 


Zähler ausmultiplizeren (Beachte: i 2 =-1): 


~ac- adi + bei + bd^ 

[ (c 2 + d 2 ) J 

Bruch aufteilen: 


~ac + bd bei- adi " 

l(c 2 + d 2 ) + ( c 2 + d 2 )\ 


i ausklammern: 


~ac + bd . bc- ad " 

_{c 2 + d 2 ) ( c 2 + d 2 )_ 


Nun das komplex Konjugierte bilden: 

ac + bd . bc - ad 

(c 2 + d 2 ) V+d 2 ) 

Brüche zusammenfassen: 

ac+ bd - i(bc- ad) 

(c 2 + d 2 ) 

Zähler: Klammer ausmultiplizieren 

Nenner: Formel für "Multiplikation mit Konjugierten" anwenden 

ac + bd- bei + adi 
(c + di)(c-di ) 

c bzw. d ausklammern: 

c(a-bi) + d(b + ai) 

(c + di)(c-di) 

Zähler: Das d vor zweiter Klammer mit 1 = -i 2 multiplizieren: 

c(a-bi)-di 2 (b + ai) 

(c + di)(c-di) 

Zähler: Zweite Klammer mit einem der i multiplizieren 

c(a- bi)-di(bi- a) 

(c + di)(c-di) 

Zähler: Zweite Klammer mit dem "Minus" multiplizieren 

c(a - bi) + di (a- bi) 

(c + di)(c-di) 

Im Zähler (a - bi) ausklammern: 

(c+ di)(a- bi) 

(c + di)(c-di) 

(c + di) kann nun gekürzt werden: 

a- bi 

c-di 

Zähler und Nenner jeweils getrennt komplex konjugieren: 

a + bi 

c + di 

Zur Kurzschreibweise wechseln: 

z 2 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.10 Konjugation einer Potenz 


5.10 Konjugation einer Potenz 

Satz 


Man konjugiert eine Potenz, indem man die ( komplexe ) Basis konjugiert: 

z n =(z) n ne/Y 


Beweisidee 


Der Beweis erfolgt durch das wiederholte Anwenden der Formel 
für Produkte. 


Beweis 


Zerlege die Potenz: 


Wende den Satz für die Konjugation eines Produktes an: 


Wiederhole das Vorgehen: Zerlege die Potenz wieder in 
ein Produkt und wende wieder den Satz für Produkte an, 
bis keine Potenz mehr auftritt. 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.11 Doppelte Konjugation 


5.11 Doppelte Konjugation 

Satz 


Doppelte Konjugationen heben sich gegenseitig auf: 

z = z 


Die Formel ist anhand der graphischen Darstellung unmittelbar einsichtig, da eine 
doppelte Konjugation einer doppelten Spiegelung an der reellen Achse entspricht. 
Wir beweisen die Formel aber auch rechnerisch: 


Beweis 


Gegeben: 

z = a + bi 

© 

Wir konjugieren z. Konjugieren bedeutet, 
dass wir das Vorzeichen des Imaginärteils 
umdrehen müssen: 

z = a- bi 


Wir konjugieren nochmal, d.h. 
wir müssen das Vorzeichen des 

Imaginärteils nochmal umdrehen: 

z = a + bi 


Durch Gleichsetzen von Gleichung © und (D 
ergibt sich der gewünschte Satz: 

z = z 

© 


71 



















5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.12 Betrag einer Konjugation 


5.12 Betrag einer Konjugation 


Eine komplexe Zahl z und ihre Konjugation haben den gleichen Betrag: 



Dies ist anhand der graphischen Darstellung unmittelbar einsichtig, da eine komplexe 
Zahl durch eine Konjugation (an der reellen Achse) gespiegeltt wird. Der Betrag ändert 
sich dabei aber nicht. Zusätzlich geben wir jetzt aber einen rechnerischen Beweis an: 


Beweis 


Gegeben sind die komplexen 
Zahlen w = u + vi und w = u-vi 

w = u + vi 
w = u-vi 

0 

Der Betrag einer komplexen Zahl 
berechnet sich nach der Formel: 



|z| = 4a 2 + b 2 

\w\ =4u 2 + V 2 


Wir berechnen zunächst 
den Betrag von w: 



Mit der gleichen Formel 



|z| = 4a 2 + b 2 

berechnen wir den Betrag von w : 

\w\ = 4u 2 + i-v) 2 = 4u 2 + v 2 


Durch Gleichsetzen von 

Gleichung 0 und (D ergibt 
sich der gewünschte Satz: 

\w\ = \w\ 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.13 Betrag eines Produktes 


5.13 Betrag eines Produktes 


Der Betrag eines Produktes komplexer Zahlen ist gleich dem Produkt der Beträge: 


Z- 1/1/ 




Beweis 


Gegeben: 

\z-w\ 

Wir wenden ein Wurzelgesetz für reelle 

Zahlen an: 4\x\ 2 = x. 

Dies dürfen wir, weil \z-w\ ein Betrag ist, 
und Beträge sind reelle Zahlen: 

\j\z-w\ 2 

Die Formel u-ü = \u\ 2 an wenden, die wir 
bereits kennengelernt haben: 

4z-W-Z-W 

Die Formel u v = u v anwenden, die wir 
bereits kennengelernt haben: 

4 Z-W-Z-W 

Kommutativgesetz anwenden: 

sjz-z-w-w 

Nochmal die Formel u-ü = \u\ anwenden, 
die wir bereits kennengelernt haben: 

4\z\ 2 -\w\ 2 

Wir wenden eine Potenzgesetz für reelle 

Zahlen an: x n ■ y n = ( xy) n . 

Dies dürfen wir, weil hier Beträge vorliegen, 
und Beträge sind reelle Zahlen: 

^(\z\-\w\) 2 

Wir wenden ein Wurzelgesetz für reelle 

Zahlen an: -Jx 2 = x für x>0. 

Dies dürfen wir, weil \z\\w\ größer oder 
gleich Null ist, denn multipliziere ich zwei 
nicht-negative reelle Zahlen (z.B. Beträge), 
so ist das Ergebnis nicht-negativ. 

\z\-\w\ 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.14 Betrag eines Quotienten 


5.14 Betrag eines Quotienten 

Satz 


Der Betrag eines Quotienten komplexer Zahlen ist gleich dem Quotienten der Beträge: 


z 

■ 

z 

w 

■ 

w 


w * 0 


Beweis 


Gegeben: 

_2 

1/1 

7 

/ 

Wir wenden ein Wur: 
Zahlen an: y]\xf = x. 
Dies dürfen wir, weil 
und Beträge sind ree 

zeigesetz für reelle 

^ ein Betrag ist, 

Ile Zahlen: 


2 

Z_ 

W 

“ 

2 

Die Formel \u\ = u ■ ü anwenden, die wir 
bereits kennengelernt haben: 


9 

Die Formel (— | = -4 an wenden, die wir 
\wj w 

bereits kennengelernt haben: 

m 

Brüche multiplizieren: 


zz 

ww 

Im Zähler und Nenner jeweils die 

Formel uü = \u\ an wenden, 
die wir bereits kennengelernt haben: 

E 

Cg 

Wir wenden eine Potenzgesetz für reelle 

Zahlen an: —• = (—) 

y n \y) 

Dies dürfen wir, weil hier Beträge vorliegen, 
und Beträge sind reelle Zahlen: 

1 

"jzl 

Jwl 


Wir wenden ein Wurzelgesetz für reelle Zahlen an: 

\[x^ = x für x>0. Dies dürfen wir, weil größer oder 

gleich Null ist, denn dividiere ich zwei nicht-negative 
reelle Zahlen (z.B. Beträge), so ist das Ergebnis nicht-negativ. 

I z 

\w\ 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.15 Ungleichung für den Betrag eines Realteils 


5.15 Ungleichung für den Betrag eines Realteils 


Satz 


Der Betrag des Realteils einer komplexen Zahl z ist kleiner oder gleich dem Betrag der 
komplexen Zahl z: 


Reiz) | < 



Beweis 


Im folgenden Beweis gelte die Definition: z = a+bi mit a,b e R. 


Diese Ungleichung wollen wir beweisen: 

Reiz) < |z| 

Linke Seite: 

Der Realteil von z ist laut Definition gleich a. 

Rechte Seite: 

Wir wenden die Formel für den Betrag einer 
komplexen Zahl z an:\z\ = \la 2 + b 2 

|a|< \yja 2 + b 2 \ 

Rechte Seite: Weil eine Wurzel stets 
nicht-negativ ist, ist das Betragszeichen überflüssig 

|a| < ^Ja 2 + b 2 

Linke Seite: _ 

Wir wenden die Formel \a\=\fä 2 an, 
die wir aus der Schulmathematik kennen 

'fä 2 <\la 2 + b 2 

Wir quadrieren die Ungleichung. Hinweis: 

Quadrieren ist normalerweise keine 
Äquivalenzumformung für Ungleichungen, 
aber weil hier nur nicht-negative Werte 
quadriert werden (Wurzeln sind nicht-negativ), 
ist das Quadrieren hier doch eine 
Äquivalenzumformung 

a 2 <a 2 + b 2 

Wir subtrahieren auf beiden Seiten a 2 . 

Dies ist ein Äquivalenzumformung für 
Ungleichungen. 

0<b 2 


Die letzte Ungleichung ist stets wahr. Damit ist auch die gegebene 
Ungleichung wahr, die wir beweisen wollten, denn beide Ungleichungen 
sind ja äquivalent, da wir nur Äquivalenzumformungen durchgeführt haben. 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.16 Ungleichung für den Betrag eines Imaginärteils 


5.16 Ungleichung für den Betrag eines Imaginärteils 

Satz 


Der Betrag des Imaginärteils einer komplexen Zahl z ist kleiner oder gleich dem Betrag 
der komplexen Zahl z: 


/m(z)| < 



Beweis 


Im folgenden Beweis gelte die Definition: z = a+bi mit a,b e R. 


Diese Ungleichung wollen wir beweisen: 

| lm(z) < |z| 

Linke Seite: 

Der Imaginärteil von z ist laut Definition gleich b. 

Rechte Seite: 

Wir wenden die Formel für den Betrag einer 
komplexen Zahl z an:\z\ = \ja 2 + b 2 

\b\ < | \!a 2 + b 2 \ 

Rechte Seite: Weil eine Wurzel stets 
nicht-negativ ist, ist das Betragszeichen überflüssig 

\b\ < \/a 2 + b 2 

Linke Seite: _ 

Wir wenden die Formel \b\ =\[b 2 an, 
die wir aus der Schulmathematik kennen 

\Jb 2 < \/a 2 + b 2 

Wir quadrieren die Ungleichung. Hinweis: 

Quadrieren ist normalerweise keine 
Äquivalenzumformung für Ungleichungen, 
aber weil hier nur nicht-negative Werte 
quadriert werden (Wurzeln sind nicht-negativ), 
ist das Quadrieren hier doch eine 
Äquivalenzumformung 

b 2 <a 2 + b 2 

Wir subtrahieren auf beiden Seiten b 2 . 

Dies ist ein Äquivalenzumformung für 
Ungleichungen. 

0<a 2 


Die letzte Ungleichung ist stets wahr. Damit ist auch die gegebene 
Ungleichung wahr, also Formel, die wir beweisen wollten, denn beide 
Ungleichungen sind ja äquivalent, da wir nur Äquivalenzumformungen 
durchgeführt haben. 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 5.17 Realteil einer Summe/Differenz 



Der Realteil einer Summe/Differenz zweier komplexer Zahlen ist gleich der 
Summe/Differenz der einzelnen Realteile der beiden komplexen Zahlen. 


Re(z± w) = Reiz) ± Reiw) 


Beweis Summe | 

Diese Formel soll 

bewiesen werden: 

Re(z + w) = Reiz) + Reiw) 

Wir definieren: 
z = a + bi 

und 

w = c +di: 

Re[ia + bi) + (c + di)] = Reia + bi )+ Re(c + di) 

Terme ordnen: 

Re[a + c+ bi + di] = Reia + bi ) + Reic + di) 

Terme ordnen und 
"i" ausklammern: 

Re[(a + c) + i(b + d)] = Reia + bi ) + Re(c + di) 

Auf beiden Seiten der 
Gleichung die Realteile 
bestimmen: 

a+c=a+c 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.17 Realteil einer Summe/Differenz 


Beweis Differenz 


Diese Formel soll 
bewiesen werden: 

Reiz-w) = Reiz) - Reiw) 

Wir definieren 
z = a + bi 
und 

w = c +di: 

Re[(a +bi)-(c + di)] = Re(a + bi )- Re(c + di) 

Klammer auf lösen: 

Re[a + bi -c- di] = Re(a + bi ) - Re(c+ di) 

Terme ordnen: 

Re[a-c + bi - di] = Re(a + bi ) - Reic + di) 

i ausklammern: 

Re[a-c + i(b-d)] = Reia + bi )- Re(c + di) 

Realteile auf 
beiden Seiten 
der Gleichung 
bestimmen: 

a-c = a-c 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.18 Imaginärteil einer Summe/Differenz 


5.18 Imaginärteil einer Summe/Differenz 


Satz 


Der Imaginärteil einer Summe/Differenz zweier komplexer Zahlen ist gleich der 
Summe/Differenz der einzelnen Imaginärteile: 


lm(z± w) = lm(z) ± lm(w) 


Beweis Summe 


Diese Formel soll 
bewiesen werden: 

lm(z+w) = lm(z) + lm(w) 

Wir definieren 
z = a + bi 
und 

w = c + di: 

lm[(a +bi) + (c + di)\ = lm(a + bi ) + lm(c + di) 

Terme ordnen: 

lm[a + c + bi + di] = lm(a + bi ) + lm(c + di) 

Zusammenfassen 
und "i" ausklammern: 

lm[(a+c) + i(b+d)] = lm(a + bi ) + lm(c + di) 

Auf beiden Seiten 
der Gleichung 
die Imaginärteile 
bestimmen: 

b + d = b+d 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.18 Imaginärteil einer Summe/Differenz 


Beweis Differenz 


Diese Formel soll 
bewiesen werden: 

Im(z-w) = lm(z) - lm(w) 

Wir definieren 
z = a + bi 
und 

w = c +di: 

lm[(a + bi)-(c + di)\ = lm(a + bi )- lm(c + di) 

Klammer auf lösen: 

im[a + 1 bi-c-di] = lm(a + bi )-lm(c + di) 

Terme ordnen: 

lm[a -c + bi - di] = lm(a + bi ) - lm(c + di) 

i ausklammern: 

lm[a-c + i(b-d)] = lm(a + bi )- lm(c+ di) 

Imaginärteile auf 
beiden Seiten 
der Gleichung 
bestimmen: 

b-d=b-d 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.19 Dreiecksungleichung für komplexe Zahlen 



Auch für komplexe Zahlen gilt die (in der Analysis sehr wichtige) Dreiecksungleichung: 


z+w\ < |z| + M Z, 1/1/ G C 


Beweis Teil 1 (Aquivalenzumformungen) 


Zu beweisen: 


Quadriere beide Seiten! Quadrieren 
ist hier eine Äquivalenzumformung, 
weil beide Seite nichtnegativ sind. 


Linke Seite: |z| 2 = z z 


Linke Seite: z 1 + z 2 = z 1 + z 2 


Linke Seite: Ausmultiplizieren 


Linke Seite: 

wz = w z =(w) z = (w)- z=w- z = z w 


Linke Seite: z+z = 2-Re(z) 


Linke Seite: z ■ z = \z\ 2 


Rechte Seite: Die 1 .Binomische 
Formel anwenden oder 
von Hand ausmultiplizieren 


2 2 

Subtrahiere |z| und \w\ auf 
beiden Seiten der Ungleichung: 


Ungleichung durch 2 dividieren : 


Rechte Seite: \w\ = \w\ 


Rechte Seite: |z| • \w\ = |z- w\ 


|z+ w\ < lzl + ll/l/1 


2 ^ 
|z+ w\ < (Izl + M)^ 


(z+ w){z+w) <(\z\ + \w\) 2 


2 

(z+ w)(z + w) < (|z| + |w|) 


2 

zz + zw + WZ + ww < (|z| + \w\) 


_ 2 

ZZ + ZW+ZW+ ww < (|z| + |w|) 


2 

zz + 2 Re(zw) + ww < (|z| +1 w \) 


\z\ 2 + 2Re(zw) + \w\ 2 <(\z\ + \w\) 2 


|z| 2 + 2Re(zw) + \w\ 2 < |z| 2 +2|z||w| + |wr 


2Re(zw)<2\z\\w\ 


Re(zw) < |z||w| 


Re(zw) < \z\\w\ 


Rei zw) < \zw\ 


Wir haben eine neue Ungleichung erhalten, die äquivalent zur gegebenen Dreiecks 
Ungleichung ist, da wir bis jetzt nur Äquivalenzumformungen durchgeführt haben. 
Im zweiten Teil des Beweises werden wir diese neue Ungleichung durch eine 
Abschätzung beweisen, und somit auch die äquivalente (zu beweisende ) 
Dreiecksungleichung. 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.19 Dreiecksungleichung für komplexe Zahlen 


Beweis Teil 2 (Abschätzung) 


Diese neue Ungleichung wollen wir beweisen: Re(zw) < \zw\ 

Wir schreiben zunächst nur die linke Seite dieser Reizw) 
zu beweisenden Ungleichung auf, und wollen 
durch Umformungen die rechte Seite erzeugen : 

Diese linke Seite der Ungleichung stellt Reizw) <\Reizw)\ 

eine reelle Zahl dar (Real- und Imaginärteil 
einer komplexen Zahl sind reelle Zahlen). 

Für reelle Zahlen gilt aber: x < |x|. 

Wir dürfen daher schreiben : 

Auf die rechte Seite der Ungleichung kann eine Reizw) <\Reizw)\ < \zw\ 
Formel für komplexe Zahlen angewendet werden, 
die wir bereits bewiesen haben: \Re( z)\ < \z\ 

Wir können die Ungleichung daher ergänzen: 

Wir benutzen nun folgende Formel: Reizw ) < \zw\ 

a< b<c => a<c 

Die Formel sagt aus: 

Wenn der linke Term in der Ungleichung 
kleiner/gleich dem mittleren Term der 
Ungleichung ist, und der mittlere Term der 
Ungleichung kleiner/gleich dem rechten Term 
der Ungleichung ist, dann ist der linke Term 
kleiner gleich dem rechten Term. 

Mathematisch ausgedrückt: 

Die Ordnungsrelation 
"kleiner/gleich" ist transitiv. 

Wir haben genau die Formel erhalten, die wir am Ende von Teil 1 erhalten haben, 
und wie im Teil 1 erklärt wurde, ist dadurch auch die gegebene ( äquivalente ) 
Dreiecksungleichung bewiesen. 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.20 Eine Folgerung aus der Dreiecksungleichung 


5.20 Eine Folgerung aus der Dreiecksungleichung 

^atz 


z-w 


> 


w 


Z,W G C 


Beweis 


Wir beginnen mit der Dreiecksungleichung: 

\z+w\<\z\ + \w\ 

Als Summe auf der linken Seite wählen 
wir nicht z+w sondern z = iz-w) + w: 

\(z-w) + w\ < |z-wl + lwl 

Vereinfachen: 

+ 

1 

_N 

VI 

Wir bringen \w\ auf die andere Seite der Ungleichung 
(subtrahiere dazu \w\ auf beiden Seiten): 

lz|-kl<|. 

z-w\ 

Vertausche dann die Seiten der Ungleichung: 

z- w\ > \z 

i-\w\ 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.21 Häufiger Fehler 


5.21 Häufiger Fehler 

Häufiger Fehler _ 


Für reelle Zahlen gilt: 

\x\ 2 = x 2 


Ein häufiger Fehler ist nun, dass man diese Regel fälschlicherweise 
auch für komplexe Zahlen benutzt. Für komplexe Zahlen gilt diese 
Regel aber meistens nicht mehr, sondern es gilt: 



wenn z echt komplex 


Beweis 


Schauen wir uns die Formel an: 
jzf * z 2 wenn z echt komplex 

Die linke Seite stellt eine reelle Zahl dar, denn der Betrag einer komplexen Zahl 
ist reell und folglich auch das Quadrat des Betrages: 

\z\ 2 = (^x 2 + y 2 ) =x 2 + y 2 

Auf der rechten Seite steht aber eine komplexe Zahl, was man erkennt, 
wenn man die rechte Seite ausmultipliziert: 

z 2 =(x + iy) 2 = x 2 - y 2 + 2xy ■ i 

_ Re _ Im 

Da aber eine reelle Zahl nicht gleich einer komplexen Zahl sein kann, 
gilt tatsächlich: |z| 2 = z 2 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.22 Übungsaufgaben 


5.22 Übungsaufgaben 


Aufgabe 1 


Aufgabe: 

Wie lauten die Lösungen der Gleichung: 


z = z •/ 


Lösung: 


Gegebene Gleichung: 

z = z i 

Wende den Satz an: 

I z | = z 

z = \z\ ■ i 

Schreibe z ausführlich als z = a + bi: 

z = \a + bi\ ■ i 

Wende die Formel für den Betrag einer 
komplexen Zahl an: \z\ = \Ja 2 + b 2 

z = yja 2 + b 2 ■ i 

Nun überlege: Die Zahl auf der rechten Seite ist eine 
rein imaginäre Zahl mit der Wurzel als Koeffizienten 
von i. Folglich ist der Realteil von z gleich Null, und 
der Realteil ist ja a, denn wir haben oben definiert 
z = a + bi. Also können wir den Realteil von z, 
nämlich a, weglassen bzw. durch Null ersetzen: 

z = ^0+b 2 ■ i 
z = \ib 2 ■ i 

Wir merken uns: a = 0 

Vereinfachen mit dem reellem Wurzelgesetz: -Jt 2 = f 

z = \b\-i 

Wir schreiben z ausführlich: 

a+bi = \b\ ■ i 

0 + bi = \b\ ■ i 
bi = \b\ ■ i 

Wir dividieren die Gleichung durch i: 

b = \b\ 

Diese Gleichung für den Imaginärteil b sagt aus: 
Welche Zahl b ist so groß wie ihr Betrag? Antwort: 

Nur nicht-negative Zahlen sind gleich ihrem Betrag. 
Damit haben wir auch den Imaginärteil ermittelt: 

b>0 

Lösung : Alle imaginären Zahlen z=bimit b>0 
erfüllen die gegebe Gleichung. 

L = {z 1 z= bi mitb>0} 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.22 Übungsaufgaben 


Aufgabe 2 


Aufgabe: 


Beweise: 

z “ 7 X/zaO 

z\ 

Hinweis: 

Das Zeichen V ist ein umgedrehtes A und wir gelesen als "für alle". 


Lösung: 


Gegebene Gleichung: 

\z\ 

Linke Seite: Wende die Definition 
negativer Exponenten an 

1 _ z 

Linke Seite: Erweitere den Bruch 
mitz 

z z 

z-z ~jzf 

Linke Seite: Wende im Nenner den 

Satz an: z-z = \z\ 

z z 

I ,2 - 7~i2 

z z 


Beide Seiten sind gleich. Also haben wir auch die 
Richtigkeit des gegebenen Satzes bewiesen. 
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5. Sätze über komplexe Zahlen 


5.22 Übungsaufgaben 


Aufgabe 3 


Aufgabe: 

Beweise, dass für alle z und w die folgende Ungleichung wahr ist: 

\z+w\ ^ |z| kl 

- ^- 1 - 

\z+w\ + 666 \z\ + 1 \w\ + 1 


Lösung: 

Gegebene Ungleichung: 

\z+w\ |z| kl 

- ^- 1 - 

\z+w\ + 666 \z\ + 1 \w\ + 1 

Die Idee ist nun folgende: Wenn wir die rechte Seite kleiner machen, und die Ungleichung 
ist dann immer noch wahr, dann ist die gegebene Ungleichung erst recht wahr. 

Wie machen wir die rechte Seite kleiner? Indem wir beide Brüche auf der rechten Seite kleiner 
machen, indem wir ihre Nenner größer machen. 

Wir machen die Nenner größer, indem wir Terme addieren. Sinnvollerweise addieren wir Terme, 
welche dafür sorgen, dass die Brüche gleichnamig werden. Im ersten Nenner addieren wir also 
den Betrag von w, im zweiten Nenner den Betrag von z: 

\z+w\ ^ |z| kl 

- <- 1 - 

\z+w\ + 666 |zj_+_/_+_kl kl_+7_+jz 

Wir schreiben beide Brüche auf einen Bruchstrich: 

© 

Wir multiplizieren die Gleichung mit beiden Nennern: 

|z+ w\ • (|z| +1 + kl) < (lz| + kl) ■ (|z+ w\ + 666 ) 


Alle Klammern ausmultiplizieren: 


Z+ w |-|z|+ z+ w + z+ i/v|-k < \A-\z+w\ + \A-666 + \w\-\z+w\ + \w\-666 


Viele Terme heben sich auf: 


J^Hkkzf + z+wl + lz+nkksd. ^ Jkkz^rkT + z • 666 + + kl ■ 666 


Es bleiben übrig: 

|z + w\ < \z\ ■ 666 + kl • 666 


Wir klammern 666 aus: 

\z+w\ < 666-(|z| + kl) 

Stände der Faktor 666 nicht vor der Kammer, so läge die Dreiecksungleichung vor, die stets 
wahr ist. Also ist die Ungleichung erst recht wahr, wenn wir auf der rechten Seite mit 666 
multiplizieren. Ist aber die letzte Gleichung wahr, dann auch die äquivalente Ungleichung (2) 
wahr. Ist aber Ungleichung (2) wahr, so ist (wie oben erklärt) auch die Ungleichung 1 wahr. 


\z+w\ I z| + kl 

\z+w\ + 666~ |z| + 7 + kl 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.0 Was werden wir lernen? 


6.Umrechnung Normalform in Polarform 

6.0 Was werden wir lernen? 


In diesem Kapitel wollen wir lernen, wie man die Normalform einer komplexen Zahl in die 
Polarform umwandelt, also in die trigonometrische Form bzw. in die Exponentialform: 

6.1 Standardmethode: Arkustangens benutzen 

6.2 Standardmethode: Weitere Beispiele 

6.3 Standardmethode: Beweis der Methode 

6.4 Alternativmethode: Arkuskosinus benutzen 

6.5 Alternativmethode: Beispiel 

6.6 Alternativmethode: Beweis der Methode 

6.7 Rechnermethode: Die atan2 Funktion 

6.8 Raum für eigene Ergänzungen 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.1 Standardmethode: Arkustangens benutzen 


6.1 Standardmethode: Arkustangens benutzen 


Überblick 


Gegeben sei die algebraische Normalform z=a+bi, gesucht ist die Polarform, also 
die trigonometrische Form z=|z|-(coscp+i-sincp) oder die Exponentialform z=|z|■e i ' (p , 

wobei der Betrag |z| oft als r und der Winkel cp oft als arg(z) bezeichnet werden. 

Um die Polarform zu ermitteln, müssen drei Schritte durchgeführt werden: 

■ Berechne den Betrag der komplexen Zahl, der |z| oder r genannt wird. 

■ Berechne den Winkel der komplexen Zahl, der mit arg(z) oder cp bezeichnet wird. 
Die Berechnungsformel entnimmt man dabei Tabelle 1 oder Tabelle 2 
(übernächste Seite). 

■ Setze die berechneten Werte (Betrag und Winkel) in die trigonometrische 
Form bzw. in die Exponentialform einsetzen. 


Berechnung des Betrages |z 


Die Formel für die Berechnung des Betrages haben wir bereits kennengelernt: 


zl = \l [Fte(z)f + [lm(zjf 


Beispiel: 


Gegeben ist die komplexe Zahl z=3+4i. 
Gesucht ist der Betrag. Die Formel für 
den Betrag kennen wir bereits: 

Z 

\ = \j [Re(z)f + [, lm(z)] 2 

In diese Formel setzen wir den Realteil 
Re(z)=3 und den Imaginärteil lm(z)=4 ein: 

z 

= V 3 2 + 4 2 

Potenzen ausrechnen: 

z 

= %/ 9+ 16 

Vereinfachen: 

z 

\ = sl 25 

Wurzel ausrechnen ergibt die Teillösung: 

z 

1 = 5 


90 









6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.1 Standardmethode: Arkustangens benutzen 


Berechnung des Winkels 


Wir setzen das Beispiel fort, dass wir auf der vorigen Seite angefangen haben. Den 
Betrag haben wir bereits berechnet, jetzt berechnen wir den Winkel: 


Die gegebene Normalform lautete: 

z= 3 +4i 

Nun schauen wir in der Tabelle 1 nach, 
welche Formel wir benutzen müssen: 

Weil Real - und Imaginärteil beide 
positiv sind, müssen wir die Formel 
aus der 1.Zeile wählen: 

arg(z) = arctan 

\ lm(z)] 
[Re(z)\ 


Jetzt in die Formel den Realteil ( 3 ) 
und den Imaginärteil (4) eintragen : 

arg(z) = arctan 

~4 

_3_ 


Den Arkustangens mit Hilfe des 
Taschenrechners berechnen 
ergibt die Lösung: 

Grad maß: 
arg(z) = 53,13° 

Bogenmaß: 
arg(z)= 0,927 


Ergebnis angeben 


Wir haben bis jetzt den 

Betrag und das Argument 
(< d.h. den Winkel) berechnet: 

|z| = 5 

arg(z) = 0.927 

Die Lösung in trigonometrischer 
Form lautet somit: 

z = 5 [cos(0.927) + / • sin(0.927 )] 

Die Lösung in Exponentialform 
lautet somit: 

z=5-e i0927 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.1 Standardmethode: Arkustangens benutzen 



Falls als Ergebnis ein Winkel im halboffenen Intervall (-71,71] gewünscht ist, 
dann entnimmt man die Berechnunqsformel der folgenden Tabelle 1: 


Grafische Darstellung: Formel für Winkel: 


Gegebene komplexe Zahl: 

Re(z)> 0 

und lm(z) = 

beliebig 

Re(z) < 0 

und lm(z)> 

0 

Re(z) < 0 

und lm(z)< 

0 

Re(z) = 0 

und lm(z)> 

0 

Re(z) = 0 

und lm(z)< 

0 

Re(z) = 0 

und lm(z) = 

0 



0 (per Definition) 



















































6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.1 Standardmethode: Arkustangens benutzen 


Tabelle 2: Berechnung des Winkels arg(z)=cp im Intervall [0,27t) 


Falls als Ergebnis ein Winkel im halboffenen Intervall [ 0 , 27 i) gewünscht ist, 
dann entnimmt man die Berechnungsformel der folgenden Tabelle 2: 

























































6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.2 Weitere Beispiele zur Standardmethode 




Gegeben sei eine komplexe Zahl in algebraischer Normalform: z= -3+4i, 
d.h. Real- und Imaginärteil haben die Werte: Re(z)=-3 und lm(z)=4. 

Gesucht ist die Polarform (also die trigonometrische Form und die Exponentialform). 
Der Winkel soll dabei im Intervall [0,27i) bzw. im Intervall [0°,360°) liegen, 
d.h. wir suchen die Lösung im Bogenmaß und Gradmaß. 

O Berechnung des Betrages |z|: 

Die Formel dazu haben wir auf einer der vorigen Seiten kennengelernt: 



In unserem Beispiel ist Re(z)=-3 und lm(z)=4. Wir setzen die Werte in die Formel ein: 



© Berechnung des Winkels arg(z)=(p 

Es ist eine Lösung im Intervall [0,27 t) gewünscht. Daher müssen wir Tabelle 2 
benutzen. Wir haben einen negativen Realteil und einen positiven Imagniärteil 
(2.Quadrant). Daher müssen wir die Berechnungsformel aus Zeile 2 verwenden: 


<p = arctan {■%£)) + * 


Wir setzen die gegebenen Werte Re(z)= -3 und lm(z)=4 in die Lösungsformel 
ein und erhalten als Ergebnis den gesuchten Winkel cp: 


cp = arctan + n = -0,927 + n = 2,214 


Oder im Gradmaß: 


cp = arctan +180° = - 53,1° + 180° = \l26,9° 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.2 Weitere Beispiele zur Standardmethode 


© Aufstellen der trigonometrischen Form 

Die trigonometrische Form lautet allgemein: 

z = |z| -\_cos(<p) + i ■sin((p)~\ 

Wenn wir nun die berechneten Werte (|z|=5 und cp=2,214) dort eintragen, erhalten 
wir das Ergebnis: 

z = 5 - [cos(2,214)+ i • sin(2,214)] 

Wenn wir im Gradmaß rechnen und die berechneten Werte (|z|=5 und cp=126,9°) 
einsetzen, erhalten wir das Ergebnis: 

z = 5 •[ cos(126,9 °) + / ■ sin(126,9°)] 


O Aufstellen der Exponentialform 


Die Exponentialform lautet allgemein: 


J’<P 


z = z e 

Wenn wir nun die berechneten Werte (|z|=5 und cp=2,214) dort eintragen, erhalten wir 
das Ergebnis: 


z = 5e 


2,2141 


Wenn wir im Gradmaß rechnen und die berechneten Werte (|z|=5 und cp=126,9°) 
einsetzen, erhalten wir das Ergebnis: 


z = 5e 


126 , 9=4 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.2 Weitere Beispiele zur Standardmethode 


Beispiel 2 


Gegeben sei eine komplexe Zahl in algebraischer Normalform: z= -1 -i, 
d.h. Realteil und Imaginärteil haben die Werte: Re(z)= -1 und lm(z)= -1. 

Gesucht ist die Polarform (d.h. die trigonometrische Form und die Exponentialform). 
Der Winkel soll dabei im Intervall (- 71 , 71 ] bzw. (-180°, 180°] liegen. 

O Berechnung des Betrages |z|: 

Die Formel dazu haben wir auf einer der vorigen Seiten kennengelernt: 

|z| = \J[Re(z)f + [lm(z)f 

In unserem Beispiel ist Re(z)=-1 und lm(z)= -1. Wir setzen die Werte in die 
Formel ein: 

| Z | = ^l(-l) 2 + ( -1 f = 4l + 1 = 42 


© Berechnung des Winkels arg(z)=cp 


Es ist eine Lösung im Intervall (— tt,7t] gewünscht. Daher müssen wir Tabelle 1 
benutzen. Sowohl der Realteil als auch der Imagniärteil ist negativ (3.Quadrant). 
Daher müssen wir die Formel aus Zeile 3 benutzen: 


cp = arctan 


lm(z) 

Re(z) 


n 


Wir setzen die gegebenen Werte Re(z)= -1 und lm(z)=-1 in die Lösungsformel ein 
und erhalten die Lösung: 

-1 


(p = arctan ^ 
Oder im Gradmaß: 


-tu - 0,785 -7i = -2,356 


cp = arctan 


41 

-1 


-180° = 45°-180° = -135 c 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.2 Weitere Beispiele zur Standardmethode 


© Aufstellen der trigonometrischen Form 

Die trigonometrische Form lautet allgemein: 

z = |z| -[cos (#>) + / • sin (#>)] 

Die berechneten Werte lauteten: 

|z| = 42 und cp = -2,356 

Jetzt setzen wir die berechneten Werte in die trigonometrische Form ein: 

z = p2 • [cos(-2,356)+ / • sin(-2,356y\ 

Wenn wir im Gradmaß rechnen und die berechneten Werte in die trigonometrische 
Form einsetzen, erhalten wir als Ergebnis: 

z = y[2 [cos(-135°)+i-sin(-135 0 )] 


O Aufstellen der Exponentialform 

Die Exponentialform lautet allgemein: 

z = |z| • e 1 ' 9 

Die berechneten Werte lauteten: 

|z| = 42 und (p = -2,356 

Jetzt setzen wir die berechneten Werte in die Exponentialform ein: 

z = V 2 • e~ 2,356 ' 

Wenn wir im Gradmaß rechnen und die berechneten Werte in die Exponentialform 
einsetzen, erhalten wir das Ergebnis: 

z = V2 -e~ 135 ° ' 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.2 Weitere Beispiele zur Standardmethode 


Beispiel 3 


Gegeben sei eine komplexe Zahl in algebraischer Normalform: z= 10-141,0142-i 
d.h. Re(z)=10 und lm(z)= -141,0142 

Gesucht ist die Polarform (d.h. trigonometrische Form und die Exponentialform). 
Der Winkel soll dabei im Intervall {-n,n] bzw. (-180°,180°] liegen. 

O Berechnung des Betrages |z|: 

Die Formel dazu haben wir auf einer der vorigen Seiten kennengelernt: 

|z| = yJ[Re(z)f + [im ( z)f 

In unserem Beispiel ist Re(z)=10 und lm(z)=-141,0142. 

Wir setzen die Werte in die Formel ein: 

lz| = VdO) 2 + (-141.0142) 2 » 141,37 


© Berechnung des Winkels arg(z)=cp 


Es ist eine Lösung im Intervall (-71,71] gewünscht. Daher müssen wir Tabelle 1 
benutzen. Der Realteil ist positiv und der Imaginärteil ist negativ (4.Quadrant). 
Daher müssen wir die Berechnungsformel aus Zeile 1 benutzen: 


cp = arctan 


lrn(z) 

Re(z) 


Wir setzen die gegebenen Werte Re(z)= 10 und lm(z)=-141,0142 in die 
Lösungsformel ein und erhalten die Lösung: 


(p = arctan 


-141,0142 

10 



Oder im Gradmaß: 


(p = arctan 


-141,0142 

10 


-85,94° 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.2 Weitere Beispiele zur Standardmethode 


© Aufstellen der trigonometrischen Form 

Die trigonometrische Form lautet allgemein: 

Z = |z| • [cos(^) + / • Sin((p)~\ 

Wenn wir nun die berechneten Werte (|z|=141,37 und cp=—1,5) dort eintragen, 
erhalten wir das Ergebnis: 

z = 141,37 -[cos(-1,5) + i • sin(-1,5) 

Wenn wir im Gradmaß rechnen und die berechneten Werte (|z|=141,37 und 
cp=-85,94°) einsetzen, erhalten wir das Ergebnis: 

z = 141,37 • [cos(-85,94) + i ■ sin (- 85,94 )] 


O Aufstellen der Exponentialform 

Die Exponentialform lautet allgemein: 

z = Izl • e'> 

Wenn wir nun die berechneten Werte (|z|=141,37 und cp=—1,5) dort eintragen, 
erhalten wir das Ergebnis: 

z = 141,37 

Wenn wir im Gradmaß rechnen und die berechneten Werte (|z|=141,37 und 
cp=-85,94°) einsetzen, erhalten wir das Ergebnis: 

z = 141,37-e- 85 ’ 94 * 1 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.3 Beweis der Standardmethode 


6.3 Beweis der Standardmethode 

Vorbemerkung zum Beweis 


Der (lange) Beweis kann übersprungen werden, da er für die Praxis nicht wichtig ist. 


Beweis Fall 1: Die komplexe Zahl z liegt im 1 .Quadranten 



Weil Re(z)=a und lm(z)=b beide gegeben sind und die Katheten eines rechtwinkligen 
Dreiecks bilden, können wir den Winkel arg(z)=rp mit Hilfe des Tangens berechnen. 
Zur Erinnerung: Allgemein ist der Tangens definiert als: 


tarup 


Gegenkathete von q> 
Ankathete von cp 


ln unserem Fall ist die Gegenkathete gleich lm(z) und die Ankathete gleich Re(z). 
Folglich gilt für unserem Fall: 


tan cp 


lm(z) 

Reiz ) 


Wir stellen die Formel nach (p um, indem wir zunächst auf beiden Seiten der Gleichung 
den Arkustangens bilden: 

arctan {tarup) = arctan U 


Auf der linken Seite der Gleichung heben sich die Tangens und die Arkustangens 
gegenseitig auf, weil sie Umkehrfunktionen zueinander sind. Wir erhalten das 
gewünschte Ergebnis, dass in Tabelle 1 und 2 zu finden ist: 

<P = arcfan(Mf^) 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.3 Beweis der Standardmethode 


Beweis Fall 2: Die komplexe Zahl z liegt im 2.Quadranten oder ist neg.reell 



Wir berechnen arg(z)=tp nicht direkt, sondern wir berechnen zunächst den Hilfswinkel a 
Dazu benutzen wir (wie im Fall 1) den Tangens benutzen, doch weil Re(z) jetzt negativ 
ist, müssen wir Re(z) in Betragszeichen schreiben (mehr zum Grund, warum das 
Betragszeichen gesetzt werden muss, folgt in einem extra Abschnitt am Ende der 
nächsten Seite): 


tana = 


lm(z) 

\Re(z)\ 


Wir stellen die Formel nach a um, indem wir wieder auf beiden Seiten der Gleichung 
den Arkustangens bilden: 


arctan (tan a) = arctan 


( lm(z) \ 
\\Re(z)\J 


Auf der linken Seite der Gleichung heben sich die Tangens und Arkustangen wieder 
gegenseitig auf: 


a = arctan (wF>i) 

Nun wäre es schön, wenn der Arkustangens-Term das gleiche Aussehen hätte, wie im 
Fall 1, d.h. das Betragszeichen im Nenner stört. Wir ersetzen daher zunächst |Re(z)| 
durch -Re(z). Das darf man, weil im Fall 2 ist Re(z) negativ ist und das zusätzliche 
„Minus“ dafür sorgt, dass -Re(z) stets positiv ist, also den gleichen Wert hat wie |Re(z)|. 

« = arctan (rSNj) 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.3 Beweis der Standardmethode 


Das „Minus“ im Nenner schreiben wir vor den Bruch: 


a = arctan 


( lm(z) \ 
{ Re(z)J 


Nun erinnern wir uns daran, dass die Arkustangensfunktion eine ungerade Funktion ist, 
d.h. sie ist punktsymmetrisch zum Ursprung. Als Formel bedeutet das: f(-x) = -f(x). 

Die Formel sagt uns: Man kann ein „Minus-Vorzeichen“ im Argument alternativ auch 
vor die Funktion schreiben: 


« = -arctan (Mg) 


Das Bild (vorige Seite) zeigt uns: Der Winkel cp ergibt sich durch die Formel cp =n-a. 
In diese Formel setzen wir den Hilfswinkel a ein, den wir soeben berechnet haben: 


Cp - 71 ~ 


- arctan 


lm(z) \ 
Re(z)j 


Die beiden Minuszeichen heben sich auf und wir erhalten das gewünschte Ergebnis, 
dass in Tabelle 1 und 2 zu finden ist: 


(p 


= k + arctan 


y Re(z) y 


Anmerkung zum Fall 2: Warum muß ich Re(z) in Betragszeichen setzen? 


Der Grund ist: Bei der Berechnung des Hilfswinkels a betrachten wir das Dreieck 
losgelöst vom Koordinatensystem. In diesem Fall sind alle Seitenlangen des Dreiecks 
automatisch positiv, denn eine Länge ist stets positiv. 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.3 Beweis der Standardmethode 


Beweis Fall 3: Die komplexe Zahl z liegt im 3.Quadranten 



Wie im vorigen Fall berechnen wir arg(z)=(p nicht direkt, sondern wir berechnen 
zunächst wieder den Hilfswinkel a. Dazu benutzen wir (wie in den vorigen Fällen) 
den Tangens. Dabei müssen wir beachten: Weil nun sowohl Re(z) als auch lm(z) 
negativ sind, müssen wir sowohl Re(z) als auch lm(z) in Betragszeichen setzen: 


tana = 


Hz) | 

\Re(z)\ 


Nach den Rechenregeln für Betragszeichen kann man das Betragszeichen auch um 
den ganzen Bruch schreiben: 


tana = 


lm(z) 

Re(z) 


Weil im Fall 3 sowohl Re(z) als auch lm(z) negativ sind, ist der Bruch nach die 
„Vorzeichenregel für die Division“ immer positiv (Regel: Minus durch Minus ergibt Plus). 
Daher können wir das Betragszeichen weglassen: 


tana = 


lm(z) 

Re(z) 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.3 Beweis der Standardmethode 


Wir stellen die Formel nach a um, indem wir wieder auf beiden Seiten der Gleichung 
den Arkustangens bilden: 

arctan (tan a) = arctan 

Auf der linken Seite der Gleichung heben sich die Tangensfunktion und die 
Arkustangensfunktion wieder gegenseitig auf: 

a = arctan^) 

Das Bild (vorige Seite) zeigt uns: Der Winkel cp ergibt sich durch die Formel (p=7i+a. 

In diese Formel setzen wir den Hilfswinkel a ein, den wir soeben berechnet haben, 
und erhalten das gewünschte Ergebnis, dass in Tabelle 2 zu finden ist: 

cp = arctan(^g) + n 

Ist stattdessen ein Winkel cp im halboffenen Intervall (— tt, 7 i] gesucht, dann findet man die 
richtige Formel, indem man einfach 2 tt subtrahiert, oder man geht wieder ausführlich vor 
und guckt auf das folgende Bild: 



Laut Bild gilt (p = -7i+a , wobei wir für den Hilfswinkel a wieder den berechneten Formel 
von der vorigen Seite einsetzen müssen. Man erhält die Formel aus Tabelle 1: 


cp = arctan 


fl 

m(z)) 

b 

le(z)j 


-K 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.3 Beweis der Standardmethode 


Beweis Fall 4: Die komplexe Zahl z liegt im 4.Quadranten 



Der Beweis verläuft fast genauso, wie im Fall 2. 

Wie in den beiden vorigen Fällen berechnen wir arg(z)=tp nicht direkt, sondern wir 
berechnen zunächst wieder den Hilfswinkel a . Dazu benutzen wir (wie in allen vorigen 
Fällen) den Tangens. Dabei müssen wir aber wieder beachten: Weil lm(z) im Fall 4 
negativ ist, müssen wir lm(z) in Betragszeichen schreiben. 


tana = 


Hz>\ 

Re(z) 


Wir stellen die Formel nach a um, indem wir zunächst auf beiden Seiten der Gleichung 
den Arkustangens bilden: 

arctan (tan a) = arctan 

Auf der linken Seite der Gleichung heben sich die Tangensfunktion und die 
Arkustangensfunktion wieder gegenseitig auf: 

a=arctan ^Sh j) 

Nun wäre es schön, wenn der Arkustangens-Term das gleiche Aussehen hätte, wie 
in den vorigen Fällen, d.h. das Betragszeichen im Zähler stört. Wir ersetzen daher 
zunächst |lm(z)| durch -lm(z). Das darf man, weil im Fall 4 ist lm(z) negativ ist und das 
zusätzliche „Minus“ dafür sorgt, dass -lm(z) stets positiv ist, also den gleichen Wert hat 
wie |lm(z)|. 


( KM ) 

l Re(z)) 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.3 Beweis der Standardmethode 


a = arctan (l§iT) 

Das „Minus“ im Nenner schreiben wir vor den gesamten Bruch: 

a = arctan 

Jetzt erinnern wir uns daran, dass der Arkustangens eine ungerade Funktion ist, d.h. 
sie ist punktsymmetrisch zum Ursprung. Als Formel bedeutet das: f(-x) = - f(x). 

In Worten bedeutet dies, dass man ein „Minus-Vorzeichen“ im Argument alternativ 
auch vor die Funktion schreiben kann: 

« = -arctan 

Das Bild (vorige Seite) zeigt uns: Der Winkel cp ergibt sich durch die Formel (p =2n -a. 
In diese Formel setzen wir den Hilfswinkel a ein, den wir soeben berechnet haben: 

(P = 2k- l~-arctan 

L \Re(z)) J 

Die beiden Minuszeichen heben sich auf und wir erhalten das gewünschte Ergebnis, 
das in Tabelle 2 zu finden ist: 

(p = 27r + arctani lm ^ z> | 

\Re(z)j 

Ist stattdessen ein Winkel cp im halboffenen Intervall {-n, n] gesucht, dann ist er gleich 
dem Negativen des Hilfswinkels a, also gleich: 

cp = arctani 

\Re(z)) 

Diesen Winkel finden wir wieder in Tabelle 1. 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.4 Alternativmethode: Arkuskosinus benutzen 


6.4 Alternativmethode: Arkuskosinus benutzen 

Vorbemerkung 


Wer die Standardmethode (Arkustangens-Methode) beherrscht, der sollte die 
folgende alternative Methode (Arkuskosinus-Methode) überspringen und bei der 
Rechnermethode weiterlesen. Ich habe die alternative Methode nur der Vollständigkeit 
halber aufgeführt, weil sie in einigen Lehrbüchern auftaucht, und der Leser wissen 
sollte, dass eine weitere Methode der Umrechnung existiert. 

Die Betraqsberechnunq ist bei der Standardmethode und der alternativen Methode 
identisch. Der Unterschied liegt in der Winkelberechnunq , d.h. anstatt dem 
Arkustangens (arctan) benutzt man den Arkuskosinus-Funktion (arccos). 

Der Vorteil der alternativen Methode ist, dass man bei der Fallunterscheidung nur 
zwei Fälle hat. Der Nachteil ist, dass vor der Winkelberechnung zunächst der Betrag 
berechnet werden muss, also mit einem bereits gerundeten Wert rechnet 
wird, was die Ungenauigkeit erhöht. Daher ist die Standardmethode besser. 


Berechnung des Betrages 


Die Berechnung des Betrages ist bei der Standardmethode und der Alternativmethode 
gleich. 


Berechnung des Winkels im Intervall (-71,71] 


Falls jedoch ein Winkel im Intervall (- 71 , 71 ] bzw. (-1807180°] gewünscht ist, dann lauten 
die beiden Berechnungsformeln: 


arg(z) = cp = 



(Re(z)\ 

arccos 


{ 14 J 


fRe(zp 

- arccos 


l 14 J 


Wenn: lm(z)>0 
Wenn: lm(z)<0 


Berechnung des Winkels im Intervall [0,27i) 


Falls als Ergebnis ein Winkel im Intervall [0,27i) bzw. [0°,360°) gewünscht ist, dann 
müssen bei einem negativen Imaginärteil 2n addiert werden. Die Formeln lauten dann: 


arg(z) = cp = 


arccos 


- arccos 



+2tt 


Wenn: lm(z ) > 0 
Wenn: lm(z)<0 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.5 Beispiel zur Alternativmethode 


6.5 Beispiel zur Alternativmethode 


Gegeben sei eine komplexe Zahl in algebraischer Normalform: z= 6 — 8i, d.h. a= 6 und 
b=-8. Gesucht ist die Polarform im Intervall [0,27t) und (- 71 , 71 ]. 


O Berechnung des Betrages |z|: 

Die Formel dazu haben wir auf einer der vorigen Seiten kennengelernt: 

|z| =^j[Re(z)] 2 + [lm(z)] 2 = Va 2 +b 2 

ln unserem Beispiel ist a=6 und b=-8. Wir setzen die Werte in die Formel ein: 

|z| = \/6 2 +(-8) 2 = -J36 + 64 = JiÖÖ = 10 


© Berechnung des Winkels arg(z) = cp wenn cp im Intervall [0,27t) liegen soll 

Der Imaginärteil (-8) ist kleiner als Null, und somit muß die zweite Zeile der 
Umrechnungsformei benutzt werden: 


<P = 


- arccos 


r Re(z t r 

v Izl J 


+27T 


Wir setzen den gegebenen Realteil Re(z)=6 und den berechneten Betrag |z|=10 
in die Umrechnungsformel ein, und erhalten das Ergebnis: 


(p= - arccosj+27r = 5,36rad (entspricht: 306,87°) 


© Berechnung des Winkels arg(z) = cp wenn cp im Intervall (-7t,7t] liegen soll 

Der Imaginärteil (-8) ist kleiner als Null, und somit muß die zweite Zeile der 
Umrechnungsformei benutzt werden: 


<P 


= -arccos 


' Re(z) ' 

K \Z\ > 


Wir setzen den gegebenen Realteil Re(z)=6 und den berechneten Betrag |z|=10 
in die Umrechnungsformel ein, und erhalten das Ergebnis: _ 

cp = - arccos j = -0,927rad ( entspricht: - 53,13°) 

O Lösung: 


Im Intervall [0,27 t) lauten die trigonometrische Form und die Exponentialform 

z = 10 

cos (5,36) + i-sin(5,36) 

] oder: z = 10-e i5 ' 36 



Im Intervall (- 71 , 71 ] lauten die trigonometrische Form und die Exponentialform: 


10[cos(-0,927) + isin(-0,927 )1 oder : 


10e 


i-(-0,927 ) 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.6 Beweis der Alternativmethode 


6.6 Beweis der Alternativmethode 


Fall 1: Der Imaginärteil ist nicht-negativ (d.h. positiv oder Null) 


ln der Trigonometrie haben wir gelernt (siehe Bild), wie der Kosinus definiert ist: 
Ankathete 

COS(p = - 

Hypotenuse 

Ziehen wir auf beiden Seiten den Arkuskosinus, so erhalten wir den Winkel cp: 
r Ankathete A 


<p = arccos 


Hypotenuse 


Die Ankathete ist bei unserer Berechnung gleich dem Realteil von z, also gleich Re(z), 
und die Hypotenuse ist in unserem Beispiel gleich |z|, also dem Betrag von z: 


r 

cp = arccos 

v 


Re(z)' 


Die Arkuskosinusfunktion hat den Definitionsbereich [-1,1], Weil der Realteil einer 
komplexen Zahl z stets kleiner ist, als ihr Betrag (wurde im Kapitel 5 bewiesen), ist 
dieser Ausdruck stets definiert. 


Ein Problem ist aber der Wertebereich der Arkuskosinusfunktion, der gleich [0 ,tt] ist. 
Wir können also durch diese Formel nur Winkel im Intervall [0 ,tt] erhalten, und dies 
sind genau die Winkel von komplexen Zahlen z, deren Imaginärteil nicht-negativ ist. 
Wir können die Formel für Fall 1 also nur auf komplexe Zahlen z anwenden, deren 
Imaginärteil nicht-negativ ist: 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.6 Beweis der Alternativmethode 


Fall 2: Der Imaginärteil ist negativ 


Jetzt überlegen wir uns eine Berechnungsformel für den Fall, wenn der Imaginärteil 
von z negativ ist. Wir beginnen wieder mit der Definition des Kosinus: 

Ankathete 

COScp =- 

Hypotenuse 


Wir erinnern uns nun daran, dass der Kosinus symmetrisch zu Null ist, d.h. es gilt die 
bekannt Formel cos(cp)=cos(-cp): 


cos (-cp) 


Ankathete 

Hypotenuse 


Wir bilden auf beiden Seiten den Arkuskosinus. Da die Arkuskosinusfunktion die 
Umkehrfunktion der Kosinusfunktion ist, heben sich (auf der linken Seite) beide 
Funktionen auf: 


-cp 


= arccos 


r Ankathete ' 
K Hypotenuse y 


Wir multiplizieren die Gleichung mit -1: 


<P 


r 

= - arccos 

v 


Ankathete ' 
Hypotenuse , 


Unser Problem auf der vorigen Seite war gewesen, dass der Arkuskosinus einen 
Wertebereich von [0,7t] hat, d.h. Winkel im offenen Intervall (-7t,0) konnten mit der 
Formel nicht berechnet werden, d.h. keine Winkel, die zu einer komplexen Zahl mit 
negativen Imaginärteil gehören. 

Unsere neue Formel hat jedoch ein Minus vor dem Arkuskosinus, d.h. der Wertebereich 
der negativen Arkuskosinusfunktion ist [-7t, 0], und folglich können auch Winkel im 
Intervall (-7t,0) berechnet werden. Diese Winkel gehören zu komplexen Zahlen mit 
negativen Imaginärteil. 


Wir haben also eine Formel gefunden, mit der der Winkel einer komplexen Zahl z 
berechnet werden kann, wenn der Imaginärteil dieser komplexen Zahl negativ ist: 


_ 




Ankathete von cp 1 

— _ ' 




Im Fall lm(z)< 0 gilt: 



(p = - arccos (^^-) 


f - 

Hypotenuse 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.7 Rechnermethode: Die atan2 Funktion 


6.7 Rechnermethode: Die atan2 Funktion 

Überblick 


Die in manchen Taschenrechnern und Programmiersprachen implementierte Funktion 
atan2(y,x) ist eine Arkustangens-Funktion mit zwei Argumenten, d.h. die x-Koordinate 
und die y-Koordinate werden getrennt eingegeben, im Gegensatz zur normalen 
Arkustangens-Funktion, die nur ein Argument besitzt. Die atan2-Funktion führt die 
Fallunterscheidung der Standardmethode automatisch durch. 


Einführung 


Bei der Umrechnung mit Hilfe der Standardmethode (Arkustangens) oder der 
alternativen Methode (Arkuskosinus) musste eine Fallunterscheidunq durchqeführt 
werden. 

In manchen Taschenrechnern und in vielen Programmiersprachen ist aber eine 
weitere Arkustangens-Funktion (atan2) vorhanden, welche die Fallunterscheidung der 
Standardmethode automatisch durchführt. 

Damit der Taschenrechner diese Fallunterscheidung automatisch durchführen kann, 
müssen der Realteil und der Imaginärteil getrennt eingegeben werden. Man hat also 
eine Funktion, die zwei Eingaben erfordert. 

Daher nennt man die Funktion atan2, also eine Arkustangensfunktion mit zwei 
Eingaben, nämlich y- und x-Koordinate (in unserem Fall sind dies Imaginär- und 
Realteil): 

atan2(y,x) 

Wie man sieht, wird zuerst die y-Koordinate (Imaginärteil) eingegeben und danach die 
x-Koordinate (Realteil). Manche Programmiersprachen weichen von dieser Konvention 
ab, d.h. man muss dort zuerst die x-Koordinate und danach die y-Koordinate eingeben. 

atan2(x,y) 

Näheres zur Reihenfolge der Eingabe findet man aber in der Dokumentation der 
jeweiligen Programmiersprache. 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.7 Rechnermethode: Die atan2 Funktion 


Zwei Hinweise zur Schreibweise 


Eigentlich müßte die Funktion mit arctan2 abgekürzt werden, weil es eine Arkustangens 
Funktion mit zwei Eingangsgrößen ist. Aus Platzgründen wird die Funktion aber mit 
atan2 bezeichnet. 

Zweitens beachte man den Unterschied: Die Funktion arctan(y/x) einen Quotienten als 
Argument, während atan2(y,x) zwei Argumente hat. 


Definition der atan2-Funktion 


arctan 

lm{z ) 
_Re{z V 


Re(z)> 0 




arctan 

lm(z) 

_Re{z)_ 

+ n 

Re(z)< 0 

und 

lm(z)> 

atan2(y,x) = < 

arctan 

n 

+ — 

2 

lm{z) 
_Re(z V 

-n 

Re(z)< 0 

Re(z) = 0 

und 

und 

lm(z)< 

lm(z)> 


n 

2 



Re(z)=0 

und 

lm(z)< 


0 



Re(z)=0 

und 

lm(z) = 


■ Dies ist die übliche Definition, doch es existieren mehrere Definitionen. Zum 
einen kann anstatt einem Winkel im Intervall (—7c,7r] ein Winkel im Intervall [0,27 ü) 
zurückgegeben werden. Ein anderer Unterschied zwischen den verschiedenen 
Definitionen ist die Art, wie der Fall x=y=0 behandelt wird (letzte Zeile der Definition). 
Bei manchen Definitionen ist dieser Fall nicht definiert. 


■ Die Definition der atan2 Funktion entspricht dem Vorgehen in der Standardmethode, 
jedoch mit dem Unterscheid, dass hier der Rechner die Fallunterscheidung vornimmt. 

■ Falls dein Taschenrechner keine atan2 Taste hat, kann man im Internet viele 
Onlinerechner mit atan2 Funktion finden (Suchbegriff: atan2 online calculator oder 
atan2 online rechner). 


Beispiel 


Aufgabe: 

Berechne mit Hilfe eines Rechners, der eine atan2-Funktion 
mit dem Syntax atan2(y,x) besitzt, den Winkel von z = -1 + i 

Lösung : 

atan2(1,-1) = 135°(Gradmaß) « 2.356rad (rad=Bogenmaß) 
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6.Umrechnung Normalform in Polarform 


6.8 Raum für eigene Ergänzungen 


6.8 Raum für eigene Ergänzungen 



























































































7. Umrechnung Polarform in Normalform 


7.1 Umrechnungsformel 


7. Umrechnung Polarform in Normalform 


7.1 Umrechnungsformel 

Vorbemerkung _ 


Die Umrechnung der Polarform in die Normalform ist wesentlich einfacher und kürzer als 
umgekehrt, denn es sind keine Überlegungen nötig, in welchem Quadranten sich z 
befindet. 


Umrechnungsformel 


Gegeben sei eine komplexe Zahl z in der Exponentialform z=|z|-e'' arg(z) . Dann ergibt 
sich Re(z) bzw. Im(z) der Normalform durch die beiden Umrechnungsformeln: 


Reiz ) = |z| • cos[arg(z)\ 
Imiz ) = |z| • sin[argiz )] 


Ist die komplexe Zahl z in der trigonometrischen Form gegeben, so braucht man 
die Umrechnungsformeln nicht benutzen, sondern kann einfach ausmultiplizieren. 


Beispiel: Trigonometrische Form in Normalform umwandeln 


Gegeben sei eine komplexe Zahl z in trigonometrischer Form (Winkel in Bogenmaß): 

z = 42- [cos ( 1,23) + i ■ sin ( 1, 23)] 

Hier sind die Umrechnungsformeln noch nicht nötig. Stattdessen brauchen nur die 
Klammer ausmultiplizieren und erhalten die Lösung: 

z = 39,58 +14,04i 


Beispiel: Exponentialform in Normalform umwandeln 


Gegeben sei eine komplexe Zahl z in Exponentialform (Winkel in Gradmaß): 

z = 7 ■ e'' 200 ° 

Wir wenden die Umrechnungsformel an und erhalten: Re(z) = -6,58 und lm(z) = -2,39. 
Die algebraische Normalform lautet also: 

z = -6,58- 2,39 i 

Alternativ könnte man die Exponentialform auch in trigonometrischer Form schreiben, 
nämlich als z=7-[cos(200°)+i-sin(200°)], und dann (wie im vorigen Beispiel) 
ausmultiplizieren. 
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7. Umrechnung Polarform in Normalform 


7.2 Beweis der Umrechnungsformel 


7.2 Beweis der Umrechnungsformel 



Die Definitionen für Kosinus und Sinus kennen wir aus der Trigonometrie: 

Ankathete Gegenkathete 

cos cp = tt — t - sin cp = u . - 

^ Hypotenuse ^ Hypotenuse 

Gegeben ist die Polarform, also der Winkel cp und der Betrag |z|, wobei |z| gleich der 
Hypotenuse ist. 

Gesucht ist erstens der Realteil Re(z) der gleich der Ankathete von cp ist. 

Gesucht ist zweitens der Imaginärteil lm(z), der gleich der Gegenkathete von cp ist. 


Re(z) 

cos cp - - ■ | - 


_■ lm(z) 

sin cp - . | 7 


Wir formen beide Formeln nach der gesuchten Größe Re(z) bzw. Im(z) um, 
und erhalten die Umrechnungsformeln, die wir beweisen wollten: 


Re(z)= \z\-cos(p lm(z)= |z| s/'n^ 

Der Beweis ist natürlich auch dann gültig, wenn z in einem anderen Quadranten liegt. ■ 
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7. Umrechnung Polarform in Normalform 


7.3 Raum für eigene Ergänzungen 


7.3 Raum für eigene Ergänzungen 



























































































8. Grundrechenarten 


8.0 Was werden wir lernen 


8. Grundrechenarten 

8.0 Was werden wir lernen 


In diesem Kapitel werden wir die Grundrechenarten für komplexe Zahlen behandeln: 


8.1 

Wichtige Vorbemerkungen 


8.2 

Addition und Subtraktion in Normalform 

8.3 

Addition und Subtraktion in Polarform 

(Standardmethode) 

8.4 

Addition und Subtraktion in Polarform 

(Kurzmethode) 

8.5 

Addition und Subtraktion in Polarform 

(mit der atan2 Funktion) 

8.6 

Multiplikation in Normalform 


8.7 

Multiplikation in Polarform 


8.8 

Division in Normalform 


8.9 

Division in Polarform 


8.10 

Raum für eigene Ergänzungen 
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8. Grundrechenarten 


8.1 Vorbemerkungen 


8.1 Vorbemerkungen 


Die zwei Arten der Addition 


Manchmal unterscheidet man zwischen der „normalen Addition“, bei der reelle und/oder 
imaginäre Zahlen addiert werden, und der Addtion von komplexen Zahlen. Die Addition 
komplexer Zahlen wird dann meist durch ein „Plus im Kreis“ gekennzeichnet: 

(2 +3i) ®(5 + 6i) = (7+9i) 

Meistens wird aber zwischen beiden Additionen nicht unterschieden, sondern für beide 
Additionen wird das gleiche „Plus-Zeichen“ verwendet: 

(2 +3i) + (5 + 6i) = (7+9i) 

Wir schließen uns dieser Konvention an, d.h. auch wir werden (zumindest in diesem 
Kapitel) für beide Addtionen das „normale Pluszeichen“ benutzen. 


Rechenregeln 


Für die Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen gelten die üblichen 
Rechengesetze, also das Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz. 

In einem theoretischen Kapitel am Ende des Buches findet man eine Herleitung, 
falls man sich dafür interessiert. 
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8. Grundrechenarten 


8.2 Addition und Subtraktion in Normalform 


8.2 Addition und Subtraktion in Normalform 

Formel 


Man addiert (subtrahiert) zwei komplexe Zahlen, die in der algebraischen Normalform 
vorliegen, indem man die Real- und Imaginärteile getrennt addiert (subtrahiert): 

(a + bi ) ± (c + di) = (a ± c) + (b ± d) i 


Theoretische Begründung der Formel (kann übergangen werden) 


Obwohl die Formel für die Addition naheliegend erscheint, kann man sich fragen, warum 
die Addition genau auf diese Weise definiert wurde: 

Erstens soll ja die Formel auch dann funktionieren, wenn zwei komplexe Zahlen addiert 
werden, deren Imaginärteil gleich Null ist, also zwei reelle Zahlen. Daher müssen die 
Realteile addiert werden und in den Realteil des Ergebnisses geschrieben werden: 

a+c = (a+0i) + (c+0i) = (a+c) + 0i 

Zweitens soll die Addition auch funktionieren, wenn zwei rein-imaginäre Zahlen addiert 
werden, und daher müssen in diesem Fall die Imaginärteil addiert und in den 
Imaginärteil des Ergebnisses geschrieben werden: 

bi + di = (0+bi) + (0 + di) = 0 + (b+d)i 

Fasst man beide Forderungen zusammen, so erhält man die Regel für die Addition, 
wobei man aber noch nachweisen müßte, dass diese Regel alle Rechenregeln erfüllt, 
die wir aus der Schule kennen (zum Beispiel Assoziativ-, Kommutativ- und 
Distributivgesetz). 

Diese Herleitung findet man (falls man sich dafür interessiert) am Ende des Buches in 
einem seperaten Kapitel. 
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8. Grundrechenarten 


8.2 Addition und Subtraktion in Normalform 


Beispiel 1 

Gegeben: 

Gesucht: 

Lösung: 

z-f=3+2i 

z 2 =5+4i 

Zi+Z 2 

z^-z-Zp = ( 3+2i ) + ( 5+4i ) = 8 + 6i 

Beispiel 2 

Gegeben: 

Gesucht: 

Lösung: 

z 1 =2+3i und z 2 =5-4i 

Zi+Z 2 

z r +z 2 = (2+3/) + (5-4i) = 7-i 

Beispiel 3 

Gegeben : 

z-,=7+6i und z 2 =8+4i 

Gesucht: 

z r -z 2 

Lösung: 

z Y - z P = (7+6/) - (8+4/) = -1 + 2i 

Beispiel 4 

Gegeben: 

z^Y+bi und z 2 -8-4i 

Gesucht: 

Zi-Z 2 

Lösung : 

z 1 -Zp =(7+5i)-(8-4i) = -1 + 9i 
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8. Grundrechenarten 


8.3 Addition/Subtraktion in Polarform: Standardmethode 


8.3 Addition/Subtraktion in Polarform: Standardmethode 


Einführung 


Sind zwei komplexe Zahlen in Polarform gegeben (also in der trigonometrischen Form 
oder in der Exponentialform), und will man diese zwei komplexen Zahlen addieren oder 
subtrahieren, so macht man dies normalerweise über einen Umweg: 

1. Man wandelt die beiden komplexen Zahlen zunächst in die Normalform um 

2. Man führt die Addition bzw. Subtraktion in der Normalform durch 

3. Man wandelt das Ergebnis wieder zurück in die Polarform 

Das folgende Bild fasst den Lösungsweg nochmals zusammen. Gesucht sei die 
Summe z (bzw. Differenz z) in Polarform: 
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8. Grundrechenarten 


8.3 Addition/Subtraktion in Polarform: Standardmethode 



1.Schritt: Umrechnung der beiden Summanden in die Normalform 

Gegeben seien zwei komplexe Zahlen in Exponentialform: 

| z 1 =43 ■ e'' 60P z 2 = 42 -e h45 ° 

Gesucht sei die Summe z der beiden Zahlen: 

z = z 1 + z 2 = |z| • e h(p 

Zuerst wandeln wir z 1 und z 2 in die Normal form um. Dazu benutzen wir die Formeln, 
die wir im Kapitel "Umrechnung Polarform in Normalform" gelernt haben. Sie lauten: 

Re(z)=\z\-cos(<p ) und lm(z)=\z\ ■ sin (cp) 

Nun wenden wir diese Formeln zunächst auf z 1 an. Beachte dabei, dass sin(60°) = : 

Re(z 1 )=43 ■ cos ( 60 °) =43 • |^ lm(z 1 )=S ■ sin(60°) = 43 ■ & = | 

Jetzt wenden wir diese Formeln auf z 2 an. Beachte dabei, dass cos(45°) =sin(45°)= -p: 

Re(z 2 )=42 ■ cos ( 45° ) =42 ■ - 4 = = 1 lm(z 2 )=42 sin{ 45 °) = 42 -A==1 


2. Schritt: Addition innerhalb der Normalform 

Nachdem wir beide komplexe Zahlen in die Normalform umgewandelt haben, 
werden sie nun addiert, und wir erhalten das Ergebnis in Normalform: 

z= z 1 + z 2 = {f + fj + i1 + in = ^2 2 + f ' 7 Ergebnis in Normal form 

3.Schritt: Aus der Normalform den Betrag der Polarform berechnen 

Nun wandeln wir das Ergebnis, dass in Normalform vorliegt, zurück in die Polarform. 
Dazu benutzen wir ein beliebiges Umrechnungsverfahren aus Kapitel 6. 

Zuerst berechnen wir den Betrag und dann den Winkel. Die Formel für den Betrag 
einer komplexen Zahl kennen wir bereits: 

\z\ = ^j [Re(z)f + [!m(zjf 
Einsetzen der berechneten Werte: 


43 + 2 
2 


3,1196235 Betrag der Polarform 
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8. Grundrechenarten 


8.3 Addition/Subtraktion in Polarform: Standardmethode 


Fortsetzung des Beispiels 


4.Schritt: Aus der Normalform den Winkel der Polarform berechnen 


Nun müssen wir noch den Winkel berechnen. Das Ergebnis in Normalform lautete: 



Wir lesen Realteil und Imaginärteil ab: 

Re(z)= ^2 2 und lm(z )=^ 

Wir können den Winkel mit einer der üblichen Formeln berechnen, die wir 
aus dem Kapitel „Umrechnung Normalform in Polarform“kennen (Kapitel 6). 

In der Regel wird man die Standardmethode (Methode 1 ) aus dem 
Unterkapitel 6.1 benutzen, seltener wird man die Methode 2 benutzen. 

Innerhalb der gewählten Methode wird man die Tabelle 1 benutzen, 
die einen Winkel im Intervall (-k,k]. Seltener wird man die Tabelle 2 
benutzen, die einen Winkel im Intervall [0,2n) liefert, denn solche 
Winkelangaben sind veraltert. 


Im Beispiel werden wir Methode 1 benutzen und dort die Tabelle 1. Dort 
müssen wir die Formel in der ersten Zeile wählen, da Re(z) positiv ist: 



Wir erhalten den Winkel des Ergebnisses: 



5. Schritt: Ergebnis an geben, d.h. die Summe in Polarform 



ln den vorigen beiden Schritten haben wir den Betrag bzw. den Winkel 
der Polarform berechnet, und daher können wir jetzt die Polarform der 
Summe z angeben: 

Endergebnis (gerundet) 












8. Grundrechenarten 


8.4 Addition/Subtraktion in Polarform: Kurzmethode 


8.4 Addition/Subtraktion in Polarform: Kurzmethode 

Beschreibung der Methode 


Die Standardmethode für die „Addition in Polarform“ bzw. „Subtraktion in Polarform“ 
haben wir bereits kennengelernt. Die Standardmethode verlief nach folgendem Schema: 



Das Verfahren kann teilweise automatisiert werden. Erstens existiert eine Formel, mit 
der man den gesuchten Betrag der Summe z (bzw. Differenz z) sofort angeben kann. 
Zweitens existiert eine Formel, mit der man das Zwischenergebnis „Summe in 
Normalform“ bzw. „Differenz in Normalform“ direkt angeben kann: 



* 


t 


Formeln für die Berechnung der Normalform 
der gesuchten Summe (bzw. Differenz): 

Re(z) = |z 7 | • cos(^ 7 ) + |z 2 | • cos(^ 2 ) 
lm(z) = |z 7 |• sin(cp 1 )± |z 2 | • sin(<p 2 ) 


Hinweis: Berechnet man eine Summe, muss man in allen drei Formeln das obere 
Rechenzeichen benutzen, bei einer Differenz das untere Rechenzeichen! 
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8. Grundrechenarten 


8.4 Addition/Subtraktion in Polarform: Kurzmethode 


Lösungsweg: Addition (Subtraktion) in Polarform mit der Kurzmethode 


0 Gesucht ist die Summe z (bzw. Differenz z) zweier komplexen Zahlen: 

z = z ? ±z 2 

Die gegebenen komplexen Zahlen liegen in Polarform vor, und gewünscht sei 
ein Ergebnis, dass ebenfalls in Polarform vorliegt: 

z y = |z r | • e h<Pl z 2 = |z 2 | • e ,<P2 z = |z| • e 1 ' 9 

1 Um den Betrag der gesuchten Summe z zu berechnen, benutzt man die Formel: 

/ 2 2 

|z| = Jz ? | +|z 2 | ±2-\z 1 \-\z 2 \-cos^ ~(p 2 ) 

Hinweis: Berechnet man eine Summe z, so muss das obere Rechenzeichen (Plus) 
gewählt werden, bei einer Differenz das untere Rechenzeichen(Minus). 

2 Um den Winkel der gesuchten Summe z (bzw. Differenz z) zu berechnen, 
bestimmen wir zunächst die Summe (Differenz) in Normalform (d.h. ihren Real- 
und Imaginärteil), wobei wir folgende zwei Formeln benutzen: 

Re( z) = |z y | • cos ) ± |z 2 1 • cos[cp 2 ) 
lm( z) = | z 7 1 • sin (^) ± | z 2 1 • sin ( cp 2 ) 

Hinweis: Berechnet man eine Summe z, so muss das obere Rechenzeichen (Plus) 
gewählt werden, bei einer Differenz das untere Rechenzeichen(Minus). 

3 Nun kennen wir das Ergebnis, also die gesuchte Summe z (bzw. Differenz z), 
doch das Ergebnis liegt noch in der Normalform vor (Real- und Imaginärteil). 

Daher müssen wir die Normalform in die Polarform umwandeln, wobei wir nur 
den Winkel der Polarform berechnen müssen, denn den Betrag haben wir in 
Schritt 1 bereits mit einer Formel berechnet. 

Die Polarform (den Winkel) berechnen wir mit einer den Formeln aus Kapitel 6, 
das den Namen trägt: „ Umrechnung der Normalform in die Polarform “. 

In der Regel wird man die Standardmethode (Methode 1) aus dem Kapitel 6.1 
benutzen, sehr selten die alternative Methode (Methode 2) aus Kapitel 6.4. 

Bei beiden Methoden hat man die Wahl zwischen jeweils zwei Tabellen: 

Benutzt man die Formeln aus Tabelle 1, so erhält man einen Winkel im 
Intervall (-71,71] als Lösung, oder man benutzt die Formeln aus Tabelle 2, 
dann erhält man einen Winkel im Intervall [0,27 t). 
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8. Grundrechenarten 


8.4 Addition/Subtraktion in Polarform: Kurzmethode 


Beispiel 


© Gegeben und gesucht: 

Gegeben seien zwei komplexe Zahlen in Exponentialform: 

z, - ^3 • e iW z 2 - \j2 ■ e^~ 

Gesucht sei ihre Summe z= z 1 + z 2 in Polarform, 
also eine Lösung der Form z= |z| • e h<p : 

z = z y + z 2 = |z| • e h<f> 

Ferner sei gewünscht, dass der Winkel der Lösung 
im Intervall (-n,n] liegen soll: 


O Den Betrag \z\ berechnen: 

Wir haben bereits erwähnt, wie die Formel lautet, mit der man 
den Betrag (der Summe) direkt berechnen kann: 


■MS 


2 


2 o 




' Z I = V 

*1 

+ 


+ 2■ 

z i 


Z 2 


■ COS^ - <p 2 ) 


In diese Formel tragen wir nun die gegebenen Werte ein: 

I g £ 

i£Hk/gr + m+2-m-m ■ cos{60° - 45°) | 

Weil Wurzeln laut ihrer Definition immer positiv sind, 
können wir die Betragszeichen weg lassen: 

I j=j 43 2 + 42 2 + 2-J3-J2- cos(15 ) 

In den ersten beiden Summanden heben sich Radizieren 
und Quadrieren gegenseitig auf: 

|z| = \j 3+ 2+ 2■ V3 • 42 ■ cosil5°) 

Mit dem Wurzelgesetz Ja- Jb = Ja-b können wir den 
dritten Summanden vereinfachen: 


|z| = yj 3+ 2+ 2■ J6 ■ cosil5°) 

Jetzt können wir den Radikanden und die Wurzel berechnen, 
und erhalten den Betrag der gesuchten Summe z: 

Izl = -\l 3+ 2+ 2j6-0.9659258 = 3,1196235 
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8. Grundrechenarten 


8.4 Addition/Subtraktion in Polarform: Kurzmethode 


© Summe in Normal form berechnen, d.h. Re(z) und lm(z): 

Wir haben bereits erwähnt, wie die Formeln lauten, mit der man 
die Normalform (der gesuchten Summe) direkt berechnen kann: 

Re(z) = \z 1 \-cos(<p 1 ) + \z 2 \-cos(<p 2 ) 

lm(z) = |zy | ■ sin(cp 1 ) + \z 2 \ ■ sin[(p 2 ) 

Wir setzen die gegebenen Werte ein: 

Re(z) = *j3 ■ cos(60°) + 42 ■ cos{45°) 
lm(z)= \ 3 ■ sin(60°) + J2 • sin{45°) 

Vereinfachen! Beachte dabei: cos(60 °) = sin(60 °) = und sin(45 °) = cos(45 °) = ^ 
Re(z) = S^ + 42^- = ^-+1 

lm(z) = ^3 + = | 

© Jetzt berechnen wir das Argument, also den Winkel rp: 

Jetzt berechnen wir den Winkel mit Hilfe der Tabelle aus Kapitel 6. 

Wir wollen die Standardmethode benutzen, d.h. eine Tabellen aus Kapitel 6.1. 

Well ein Winkel im Intervall (~tt, n] gewünscht ist, müssen wir Tabelle 1 benutzen. 

Weil der Realteil positiv ist, müssen wir die Formel aus der ersten Zeile 
der Tabelle benutzen, also die Formel: 



Nun setzen wir die Normalform, also Re(z) und lm(z), in die Formel ein: 



O Lösung angeben: 

Den Betrag der gesuchten Summe z haben wir in Schritt 1 berechnet. 

Den Winkel der gesuchten Summe z haben wir in Schritt 2 und 3 berechnet. 
Daher können wir nun die Lösung (die Summe z in Polarform) angeben: 

gerundete Werte! 
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8. Grundrechenarten 


8.4 Addition/Subtraktion in Polarform: Kurzmethode 


Beweis Teil 1: Formel für die „Summe in Normalform“ herleiten 


Gegeben seien zwei komplexe Zahlen in Exponentialform: 


Z 1 = 

Z 1 

■ e i<Pl z 2 = 

^2 

• e Hf>2 


Zuerst berechnen wir die Summe z 1 + z 2 (Differenz z 1 -z 2 ) in Normal form: 


z=z ? ±z 2 = 

Z 1 

■ e i ' <Pl ± 

^2 

• e Hf>2 


Dazu schreiben wir die beide Zahlen in trigonometrischer Form: 


z=z ? ±z 2 = z ? 

• (cos(Pi + / • sinq>i) ± 

Z 2 

\cos(p 2 + i ■ sin(p 2 ) 


Klammern ausmultiplizieren: 


z = z 1 ± z 2 = z 1 ■ cos (p 1 + z 1 ■ i ■ sin <p 1 ± 

Z 2 

■ COS (p 2 ± 

Z 2 

■ i ■ sin (p 2 


Umordnen und i ausklammern ergibt die Normalform der Summe: 


z=z 1 + z 2 = \ 

z i 

■ cosepj ± z 2 ■ cos(p 2 + / • ( z 1 ■ sincp 1 ± z 2 • sin cp 2 ) 


Realteil Re(z) Imaginärteil lm(z) 


Das Ergebnis lautet also: 


Re(z) = \z 1 \-cos<p 1 ± \z 2 \-coscp 2 
lm(z) = \z 1 \-sincp-f ± \z 2 \-sincp 2 

Nun müssen wir die Normalform in die Polarform um wandeln. 
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8. Grundrechenarten 


8.4 Addition/Subtraktion in Polarform: Kurzmethode 


Beweis Teil 2: Formel für die „Summe in Polarform“ herleiten 


Wir erinnern uns, mit welcher Formel man den Betrag einer komplexen Zahl berechnet: 
|z| = \l[Fte(z)] * 2 + [ Imiz )f 

Real - und Imaginärteil der Summe z hatten wir im Schritt 1 bereits berechnet: 


2 2 
(| Z-J|•cos(p 1 ± \z 2 \-cos^ 2 ) +{\ z i\-sin^ ± \z 2 \-sin<p 2 y 


Beide Klammern jeweils ausmultiplizieren (mit 1 .Binomischer Formel): 


I 


2 2 2 2 
|z 7 | \cOS(p 1 ) ±2-\z^\-\z 2 \cOS(p 1 -COScp 2 +\z 2 \ •( C0S(p 2 ) 

2 2 2 2 
+ |z 7 | •( sincp 7 ) ±2-\z 1 \-\z 2 \-sin(p 1 ■ sin(p 2 + \z 2 \ •( sincp 2 ) 



Aus 1. und 4. Summen |z 7 | ausklammern, und aus dem 3. und 6. Summanden \z 2 \ 

2 ~ £ 2 ~I 2 . ~ 2 2 ~1 

|z 7 | ■\ L (cos(p 1 ) +(sincp 1 ) ] + \z 2 \ \(cos(p 2 ) +(sin(p 2 ) J 
|z| = ' “ 

V ±2-\z 1 \-\z 2 \cosrp 1 ■cos(p 2 +2-\z 1 \-\z 2 \-sin<p 1 ■sincp 2 

Auf die eckigen Klammern den trigonometrischen Pythagoras (sin 2 x+cos 2 x=1) 
anwenden: 

i i / ~2 ~2 

|z| = J z 1 + z 2 ±2- z 1 ■ z 2 cos <p 1 ■ cos(p 2 ±2- z 7 ■ z 2 ■ sin <p 1 ■ sin cp 2 
Im 3. und 4. Summanden jetzt 2 ■ |z 7 1 • \z 2 \ ausklammern : 

Izl = ^/|z 7 | 2 + \z 2 f ±2-\z 1 \-\z 2 \-(cos<p 1 ■cos(p 2 +s/'n^ 7 sin(p 2 ) 

In der Klammer steht ein Additionstheorem:: 

|z| = Jz 7 | 2 +\z 2 \ 2 ±2-\z 1 \-\z 2 \-cos(<p 1 -rp 2 ) 

Dies ist die gesuchte Formel für den "Betrag einer Summe/Differenz in Polarform". 
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8. Grundrechenarten 


8.5 Addition/Subtraktion in Polarform mit atan2 


8.5 Addition/Subtraktion in Polarform mit atan2 


Überblick über das Lösungsverfahren 


Im vorigen Unterkapitel hatten wir die Standardmethode verbessert, indem wir zwei 
Formeln angeben haben, mit denen wir die Lösung (fast) ohne Rechnung angeben 
konnten. Lediglich die Winkelberecnung musste noch (teilweise) von Hand erledigt 
werden, d.h. man musste die Normalform der Lösung in die Polarform umformen. 

Wenn im Taschenrechner bzw. in der Programmiersprache die atan2-Funktion 
implementiert ist, die wir bereits kennengelernt haben, dann kann man auch diesen 
letzten Rechenschritt einsparen, d.h. man überspringt den gesamten Lösungsweg. 

Man muss dann nur noch die gegebenen Werte in zwei Formeln (graue Kästen) 
eingeben, und erhält sofort die Lösung (mehr dazu auf der nächsten Seite): 



l 


t 


Formel für den Winkel der gesuchten Summe z (bzw. Differenz z): 

<p = atan2 [|z 7 |-s/a?(^)±|z 2 |-s/a?(^ 2 ) , |z 7 |-cos(^)±|z 2 |-cos(^ 2 )] 
Gilt nur, wenn die atan2 Funktion die Form hat: atan2[lm(z),Re(z)] 


130 























8. Grundrechenarten 


8.5 Addition/Subtraktion in Polarform mit atan2 


Das Lösungsverfahren 


Wie auf der vorigen Seite erwähnt, kann man die Addition zweier komplexer Zahlen in 
Polarform durchführen, indem man die atan2 Funktion benutzt. Der Lösungsweg sieht 
dann folgendermaßen aus: 


Gegeben seien zwei komplexe Zahlen in Polarform: 

z 1 = \z 1 \-e l ' <Pl z 2 = \z 2 [e'^ 

Gesucht sei die Summe z (Differenz z) der beiden Zahlen 
in Polarform: 

z = z, ± z 2 = |z| • e b(p 

Dann erhält man die Lösung, d.h. den Betrag |z| und den Winkel (p 
der gesuchten Summe z (Differenz z) durch folgende zwei Formeln: 

I 2 2 

\z\ = J |z 7 | + \z 2 \ ± 2-\z 1 \-\z 2 \-cos((p 1 -(p 2 ) 


(p = atan2\\z 1 \-sin^) ± \z 2 \■ sin((p 2 ), |z r |- cos(^) ± \z 2 \■ cos{(p 2 ) 


Anmerkung 1: 

Sucht man die Summe zweier komplexer Zahlen in Polarform, so muss man (in allen 
drei Formeln) das obere Rechenzeichen (Plus) wählen. Ist die Differenz gesucht, dann 
muss man (in allen drei Formeln) das untere Rechenzeichen (Minus) wählen. 

Anmerkung 2: 

Die atan2 Funktion hatten wir bereits in einem der vorigen Kapitel kennengelernt, 
und zwar im Kapitel „Umwandlung der Normalform in die Polarform“ 

Anmerkung 3: 

Die atan2 Funktion hat üblicherweie die Form atan2[lm(z), Re(z)], das heisst 
man muss zuerst den Imaginärteil eingeben und dann den Realteil. 

Man beachte, dass die atan2 Funktion in manchen Programmiersprachen bzw. 
in manchen Rechnern die Form atan2[Re(z), lm(z)] hat, d.h. man muss zuerst 
den Realteil eingeben. In diesem Fall muss die Formel oben geändert werden, 
d.h. die beiden Argumente der atan2 Funktion müssen vertauscht werden. 

In der Dokumentation des Rechners bzw. der Programmiersprache erhält man die 
Informationen, in welcher Form die atan2 Funktion implementiert ist. 
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8. Grundrechenarten 


8.5 Addition/Subtraktion in Polarform mit atan2 


Beispiel 


Schritt 0: Gegeben und gesucht 

Gegeben seien zwei komplexe Za hlen in Exponentialform: 

| z, - \l3 ■ e 1 ' 60 z 2 -j2-e 145 

Gesucht sei die Summ e z der beiden Zahlen: 

z = z 1 + z 2 = |z| ■ e l<p 

Schritt 1: Betrag berechnen 

I Zuerst berechnen wir den Betrag z\. Die Formel dazu lautete: 


II 

~N 

Zl 

2 

+ 

z 2 

2 + 2- Zl 

’ ^2 * COS i^P-j (P 2 ) 


In diese Formel setzen wir die gegebenen Werte ein: 


m 

m 2 + 

42 2 + 2-\j3\■ 

42 - cos(60° -45°) 


Vereinfachen ergibt den gesuchten Betrag der Summe z: 

|z| = ^ 3+ 2+ 2^6 -0,9659258 = 3,1196235 

Schritt 2: Argument (Winkel) berechnen 

I Jetzt berechnen wir das Argument, also den Winkel cp. Die Formel dazu lautete: 


cp = atan2(\Zf 

•sin(<p 1 )+ z 2 ■sin[(p 2 ) ; 


■ C0s{(p 1 ) + 

Z 2 

• cos{(p 2 )) 


Wir setzen die berechneten Werte in die Formel ein: 


cp = ata n 2 


Beide Argumente vereinfachen: 

cp = atan2\ 

3 . 43 4 . J 5 43 + 2) 

+ 1 ; +1 =atan2 

\2 2 ) V 2 2 


Jetzt wird der Winkel mit dem Taschenrechner (Onlinerechner) bestimmt: 
U~ 53.261966° 

Schritt 3: Lösung angeben 

I Nun sind Betrag und Winkel der Summe z bekannt, und wir können die 
Lösung angeben. Die (gerundete) Lösung in Exponentialform lautet: 


z = z-, + z 2 = 3,12 ■ e'' 53 ’ 26 ° 

lometrischer Form lautet: 

Die (gerundete) Lösung in trigor 

z= z 1 + z 2 = 3,12 [cos(53,26°) + i ■ sin(53,26°)[\ 
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8. Grundrechenarten 


8.5 Addition/Subtraktion in Polarform mit atan2 


Beweis der Formel für den Betrag 


Wir müssen die Formel für den Betrag der gesuchten Summe (Differenz) beweisen: 


!*! = >/ 

I 

*1 

2 

+ 

*2 

2 ± 2 - 


■ Z 2 

■ cosfa - <p 2 ) 


Diese Formel haben wir jedoch bereits im vorigen Unterkapitel bewiesen, 
also im Kapitel "Kurzmethode". 


Beweis der Formel für den Winkel 


Wir müssen die Formel beweisen, mit der man den Winkel einer Summe (Differenz) 
sofort angeben kann: 


<p = atan2 


■sin(<Pi)± 

Z 2 

■sin{(p 2 ), 

^7 

■cos(cp 1 )± 

Z 2 

■cos(<p 2 )] 


Wir benutzen wieder den Beweis aus dem vorigen Unterkapitel (Kurzmethode). 
Dort haben wir die Formeln bewiesen, mit denen man die Normalform der 
gesuchten Summe (Differenz) direkt angeben kann: 

Re(z) = \z 1 \- coscp 1 ± \z 2 \-cos<p 2 
!m(z) = \z 1 \-sin(p 1 ± \z 2 \-sincp 2 


Diese Werte müssen nun in die atan2 Funktion eingesetzt werden, denn mit der 
atan2 Funktion kann man ja den Winkel einer Polarform berechnen, wenn die 
Normalform bekannt ist (also der Real- und Imaginärteil). 
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8.6 Multiplikation in Normalform 


8.6 Multiplikation in Normalform 

Formel 


Man multipliziert zwei komplexe Zahlen, die in der algebraischen 
Normalform vorliegen, indem man folgende Formel anwendet: 

( a+bi ) • ( c+di ) = ( ac-bd ) • ( ad+bc)i 


Merkregel für die Formel 


Anstatt sich die Formel zu merken, kann man einfach folgende Merkregel anwenden: 

Man multipliziert zwei komplexe Zahlen in Normalform, indem man die beiden 
Klammern nach den üblichen Rechengesetzen ausmultipliziert, d.h. indem 
man das Distributivgesetz anwendet. 


Beispiel 


Gegeben: 
z = (2 + 5i)-(5+7i ) 

Ausmultiplizieren: 
z=10+14i + 25i + i 2 ■ 35 

Fasse die i-Terme zusammen und beachte außerdem, dass i 2 = -1: 
z = 10+ 39 i - 35 

Fasse die rellen Terme zusammen: 
z = -25 + 39i 
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8. Grundrechenarten 


8.6 Multiplikation in Normalform 


Begründung für die Formel 


Wir erweitern den Trick, den wir bereits bei der Begründung der Addition 
angewendet haben. Wir beginnen mit folgender Überlegung: Bei der 
Multiplikation zweier komplexer Zahlen können vier Sonderfälle auftreten : 

O Multiplikation von zwei reellen Zahlen ( d.h. komplexen Zahlen ohne Imaginärteil). 
© Multiplikation von zwei imaginären Zahlen (d.h. komplexen Zahlen ohne Realteil). 
© Der erste Faktor ist reell, der zweite rein-imaginär. 

© Der erste Faktor ist rein - imaginär, der zweite reell. 

Dann kann man sich folgendes überlegen : 

O Im Realteil der Lösungmuß ac auftreten, damit die Multiplikation 
zweier reeller Zahlen a und c weiterhin funktioniert 


( a+0i)-(c+0i)=a-c=ac+0i 

© Im Realteil der Lösungmuß - bd auftreten, damit die Multiplikation 
zweier imaginärer Zahlen bi und di funktioniert: 

(0+bi)-(0+di)=bi-di=bdi 2 =-bd=-bd+0i 

© Im Imaginärteil der Lösungmuß ad auftreten, damit die Multiplikation 
einer reellen Zahl a mit einer imaginären Zahl di funktioniert: 

( a+0i)-(0+di)=a-di=adi=0+(ad)i 

O Im Imaginärteil der Lösungmuß bc auftreten, damit die Multiplikation 
einer imaginären Zahl bi mit einer reellen Zahl c funktioniert: 

(0+bi)-(c+0i)=bci=0+(bc)i 


Faßt man alle vier Forderungen zusammen, so erhält man die Definition der 
„Multiplikation komplexer Zahlen in algebraischer Normalform: 

(a+bi) • ( c+di)=(ac-bd ) • (ad+bc)i\ 


Natürlich muß man noch nachweisen, dass diese „Definition der Multiplikation“ 
die normalen Rechengesetze erfüllt, also z.B. das Kommutativ-, Assoziativ - 
und Distributivgesetz, und auch die gewünschte Beziehung i 2 = -1. 

Dies machen wir in einem späteren Kapitel am Ende des Buches. 
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8. Grundrechenarten 


8.7 Multiplikation in Polarform 


8.7 Multiplikation in Polarform 

Regel für Multiplikation in Polarform 


Die Regel für die Multiplikation zweier komplexer Zahlen in Polarform lautet: 

Man multipliziert zwei komplexe Zahlen in Polarform, 
indem man die Beträge multipliziert und die Winkel addiert. 

Da die Polarform aus zwei Unterformen besteht (Exponentialform und trigonometrische 
Form), kann man die Regel auch für beide Unterformen getrennt formulieren: 

Gegeben seien zwei komplexe Zahlen in Exponentialform: 

z 1 =\z 1 \- e h<Pl undz 2 = \z 2 \■ e l (P2 

Dann ergibt sich das Produkt z 1 z 2 , indem man die Beträge multipliziert 
und die Argumente (d.h. die Winkel cp-f und rp 2 ) addiert: 


Gegeben seien zwei komplexe Zahlen in trigonometrischer Form: 

Zi = \z 1 \-[cos( ( p 1 ) + i-sin(<p 1 )] 
z 2 = \z 2 \-[cos(<p 2 ) + i-sin(<p 2 )] 

Dann ergibt sich das Produkt z r z 2 , indem man die Beträge multipliziert 
und die Argumente (d.h. die Winkel <p 1 und <p 2 ) addiert: 

z 1 z 2 = |z 7 1 • \z 2 \ ■ [ cos ( cp 1 + rp 2 ) + i ■ sin((p 1 + ^ 2 )] 
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8. Grundrechenarten 


8.7 Multiplikation in Polarform 


Beispiel zur Multiplikation: Exponentialform gegeben 


Gegeben: z 1 =2e 0,5 ' 1 und z 2 =3e 0,2 '' 

Gesucht: z 1 • z 2 

Lösung : z 1 z 2 = 2-3- e 0 ’ 5 ' l+0 ’ 2 '' = 6 • e 0,7 ' 1 


Beispiel zur Multiplikation: Trigonometrische Form gegeben 


Gegeben: z 1 =7[cos(2) + i-sin(2)\ und z 2 =9[cos{3) +i-sin{3)] 
Gesucht: z 1 ■ z 2 

Lösung : z 1 z 2 = 7-9■ [cos(2+3 ) + i-sin(2+3)\ 

z 1 ■ z 2 = 63- [cos(5) + i-sin(5)] 


Beispiel zur Multiplikation: Beide Formen gegeben 


Gegeben : z 1 = 11 ■ e~ 2 ' und z 2 = 5■ [cos(4 ) + i-sin(4)] 
Gesucht: z 1 ■ z 2 

Lösung : z 1 ■ z 2 = 11 ■ 5■ [cos(-2 + 4) + i-sin(~2 + 4)] 

z 1 ■ z 2 = 55- [ cos{2) + i-sin(2)\ 
oder in Exponentialform: 
z 1 z 2 = 55 ■ e 1 ' 1 
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8. Grundrechenarten 


8.7 Multiplikation in Polarform 


Beweis der Regel für die „Multiplikation in Normalform“ 


Gesucht sei das Produkt zweier komplexer Zahlen, die in Polarform vorliegen, also in 
der Exponentialform, in der trigonometrischen Form oder gemischt in beiden Formen: 

z 1 z 2 = \z 1 \-e , ' (Pl • \z 2 \- e ,(P2 

Schreibe die Zahlen in der trigonometrischen Form, falls sie nicht schon 
in dieser Form vorliegen: 



Ausmultiplizieren. Zur besseren Übersicht unterstreiche ich die vier entstehenden 
Summanden: 

z 1 -z 2 =\z 1 \-\z 2 \■ \^cos((p 1 }cos(cp 2 )+ cos(cp 1 )-i-sin(<p 2 )+ i-sin((p 1 }cos(cp 2 ) + i 2 ■sin(rp 1 )-sin(<p 2 )~^ 


Aus dem 2. und 3. Summanden i ausklammern und im 4.Summanden i 2 =-1 anwenden : 
z 1 ■ z 2 = |z y | • \z 2 1 • | cos( rpi) ■ cos( cp 2 ) + i [ cos( cp 1 ) ■ sin( <p 2 ) + sin( ^ ) ■ cos( cp 2 j] - sin( ^) ■ sin( cp 2 

Der 1. und 3. Summand ergeben zusammen das reelle Additionstheorem für den Kosinus: 
z 1 ■ z 2 = |z,| • \z 2 \ ■ { cos(cp 1 + cp 2 )+ i[cos(cp 1 )■ sin(cp 2 ) + sin(<p 1 )-cos(cp 2 j\) 

Die eckige Klammer bildet das reelle Additionstheorem des Sinus. Wir erhalten die Lösung: 



Falls gewünscht kann man die Lösung auch in der Exponentialform schreiben: 
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8. Grundrechenarten 


8.8 Division in Normalform 


8.8 Division in Normalform 

Regel für die Division in Normalform 


Die Regel für die Division zweier komplexer Zahlen in Normalform lautet: 

Man dividiert zwei komplexe Zahlen in Normalform, indem man 
den Bruch mit dem konjugiert Komplexen des Nenners erweitert. 


Beispiel 1: Zahlenbeispiel 


Gesucht ist der Quotient zweier komplexer Zahlen, die in Normalform gegeben sind: 
z 1 _ 4-6i 
z 2 1 + i 

Wir erweitern mit dem komplex Konjugierten des Nenners: 
z 1 _ (4-6/H 1-i) 
z 2 (7 + /) - (1 — i) 

Zähler und Nenner jeweils ausmultiplizieren: 
z-j _4-4i-6i + 6i 2 


Zähler und Nenner durch i 2 = -1 vereinfachen: 
z 1 _4-4i-6i- 6 
z 2 1-(-1) 


Zähler und Nenner vereinfachen: 
z 1 -2-1 Qi 
z 2 ~ 2 


Distributivgesetz anwenden. Es lautet: 


*2 


1 -5i 


Lösung 


b 

c 
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8. Grundrechenarten 


8.8 Division in Normalform 


Beispiel 2: Buchstabenbeispiel 


Gesucht ist der Quotient zweier komplexer Zahlen, die in Normalform gegeben sind: 
z-j _ a + bi 
z 2 c + di 

Wir erweitern mit dem Konjugiert Komplexen des Nenners: 
z 1 _ (a+ £>/)•(c-di) 
z 2 (c + di)-( c-di) 

Zähler und Nenner ausmultiplizieren. Nenner wird daduch reell: 
z 1 _ ac- adi + bei - bdi 2 
z 2 c 2 - edi + edi - d 2 i 2 

Im zwei Termen des Zählers i ausklammern: 

z 1 _ ac+ i(bc - ad) - bdi 2 
z 2 c 2 + d 2 

Vereinfache den Zähler durch die Beziehung i 2 =-1: 
z 1 _ ac+ bd + i(bc-ad) 
z 2 c 2 + d 2 


Bruchrechnung anwenden ergibt die Lösung: 


ac + bd . bc-ad 


Lösung 
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8. Grundrechenarten 


8.8 Division in Normalform 


Beispiel 3: Zahlenbeispiel 


Gesucht ist der Quotient zweier komplexer Zahlen, die in Normalform gegeben sind: 

z 1 _-1 + 7i 
z 2 1 + 3i 

Wir erweitern mit dem komplex Konjugierten des Nenners: 

z 1 _ (-1 + 7i)-(1 -3i) 
z 2 (1 + 3i)-(1-3i) 

Zähler und Nenner jeweils ausmultiplizieren: 

z 1 -1 + 3i + 7i - 21i 2 
z 2 ~ 1 - 9i 2 

Im Zähler und Nenner i 2 =-1 anwenden: 

z 1 _ -1 + 3i + 7i + 21 
z 2 1 + 9 

Zähler und Nenner vereinfachen: 

z 1 _ 20 + 10i 
~z~ 2 ~ 1Ö 

Distributivgesetz anwenden. Es lautet: ^ 1 

Lösung 
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8. Grundrechenarten 


8.9 Division in Polarform 


8.9 Division in Polarform 

Regel für Division in Polarform 


Die Regel für die Multiplikation zweier komplexer Zahlen in Polarform lautet: 

Man dividiert zwei komplexe Zahlen in Polarform, indem 
man die Beträge dividiert und die Winkel subtrahiert. 

Da die Polarform aus zwei Unterformen besteht (Exponentialform und trigonometrische 
Form), kann man die Regel auch für jede Unterform getrennt formulieren: 

Gegeben seien zwei komplexe Zahlen in Exponentialform: 
z 1 = |z ? | • e h<Pl undz 2 = \z 2 \■ e h<p2 

Dann ergibt sich der Quotient indem man die 
Beträge dividiert und die Argumente (Winkel) subtrahiert: 

^1_ _ Jf*! . J[<P1-<P2\ 

Gegeben seien zwei komplexe Zahlen in trigonometrischer Form: 
z 1 = \z 1 \-[cos( ( p 1 ) + i-sin( ( p 1 )] 
z 2 = \z 2 \■ [cos{(p 2 ) + i ■ s/n^ 2 ] 

Dann ergibt sich der Quotient ^, indem man die 
Beträge dividiert und die Argumente (Winkel) subtrahiert: 

— = ■ [cos^ - <p 2 ) + / • sin(w - (p 2 )\ 

z 2 z 2 1 












8. Grundrechenarten 


8.9 Division in Polarform 


Beispiel zur Division: Exponentialform gegeben 


Gegeben: 

z-i=2e 0 ’ 51 und 

z 2 =3e°’ 2i 

Gesucht: 

h. 


Z 2 


Lösung : 

Z 7 _ 2 JD,5i-0,2i 
Z 2 3 

_2 pP,3 i 

- 3' e 


Beispiel zur Division: Trigonometrische Form gegeben 


Gegeben : z 1 = 7[cos(2) + i-sin{2)\ und z 2 = 9[cos(3) + i-sin(3)] 

Gesucht: — 

Z2 

Lösung: - = ^-[cos(2-3) + i-sin(2-3)\ 

z 2 y 

— = ^-[cos(-l) + i-sin(-l)] 
z 2 y 


Beispiel zur Division: Beide Formen gegeben 


z r =77-e 2/ und z 2 = 5-[cos(-3) + i-sin(-3)] 
*2 

— = ^ -\_cos{-2 -(-3)) + i-sin{-2 -(-3))] 
z 2 o 

— = - [cos(1) + i-sin(1)\ 

z 2 o 

oder : 

3- = 1 4-e i 
z 2 5 


Gegeben 

Gesucht: 

Lösung : 
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8. Grundrechenarten 8.9 Division in Polarform 



© Gesucht ist der Quotient zweier komplexer Zahlen, die in Polarform gegeben sind, 
also z.B. in der Exponentialform: 



O Schreibe Zähler und Nenner in der trigonometrischen Form, falls sie nicht schon in 
dieser Form vorliegen. Zweitens: Schreibe den Bruch als Produkt zweier Brüche: 

z 1 _ \zi\\cos((p-i)+i-sinfcp-j)] _ |z 7 | [cos(rp 1 )+i■ sin((p-,)] 

z 2 \ Z 2 \'[ C0S ( ( P 2 ) + i' s in( ( P 2 )\ \ z 2 \ [cos((p 2 ) + i■ sin((p 2 j\ 

© Erweitere den zweiten Bruch mit dem konjugiert Komplexen des Nenners: 

z-f _\zf\ [cos((p 1 )+i■ sin(cp 1 J] -[cos((p 2 )-i-sin(cp 2 )] 

z 2 \ z 2 \ [cos(<p 2 ) + i-sin(<p 2 )\-[cos(<p 2 )-i-sin(<p 2 )\ 

© Wir multiplizieren Zähler und Nenner aus: 

z-j _ \zi\ cosjrpi)■ cos((p 2 )~i■ cosjrpi)■ sin((p 2 ) + i■ sinjrpi)■ cos(<p 2 )~i 2 ■ sinjcp-j)■ sin((p 2 ) 

II 2 P 2 

z 2 \ z 2 \ [cos((p 2 )\ - i ■ cos(rp 2 ) ■ sin(<p 2 ) + i ■ sin(<p 2 ) ■ cos(<p 2 ) - i ■ [sin(<p 2 J] 

© Im Nenner heben sich zwei Terme auf. Beachte außerdem im Zähler und Nenner: i 2 = -1 


^7 _ 

Z 1 

cos(rpi)■ cos(<p 2 )-i ■ cos(<pi)■ sin(<p 2 )+ i ■ sin(rpi)- cos(<p 2 ) + sin(cp-j) ■ sin(cp 2 ) 

z 2 

z 2 

2 2 
[cos((p 2 j\ - TcgsUp^j^JTt^f) + Tsiniip^odtfßf) +[sin(cp 2 )\ 


© Der Nenner wird zu 1, da er dem trigonometrischen Pythagoras entspricht: 


z i _ 

z i 

cos(rpi)■ cos(rp 2 )-i ■ cos(<pi)■ sin(<p 2 )+i sin(<pi)- cos((p 2 ) + sin(<pi) ■ sin(ip 2 ) 

z 2 

z 2 

1 


© Der erste und letzte Term bilden ein reelles Additionstheorem. 
Aus dem 2. und 3. Term klammern wir i aus: 


— = — • cos(<pi -<p 2 )+i- [s/'n (<pi)- cos(rp 2 )- cos(<pi)■ sin(cp 2 )] 
z 2 z 2 _ 

© In der eckigen Klammer steht ebenfalls ein reelles Additionstheorem: 



© Die vorige Formel ist die Regel, die wir beweisen wollen, aber noch in der 
trigonometrischen Form. Wir schreiben sie daher in die Exponentialform: 

Z 1 _ Z 1 Qi-(<Pi~<P?) 

z 2 \Z 2 \ 
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8. Grundrechenarten 


8.10 Raum für eigene Ergänzungen 


8.10 Raum für eigene Ergänzungen 



























































































9. Potenzieren 


9.0 Was werden wir lernen? 


9. Potenzieren 

9.0 Was werden wir lernen? 


Lerninhalte 


In diesem Kapitel geht es um das Potenzieren von komplexen 
Zahlen, wobei der Exponent eine ganze Zahl ist. Reelle und 
komplexe Exponenten werden wir erst im folgenden Band 
behandeln, weil uns dazu noch die Vorkenntnisse fehlen. 

Für dieses Potenzieren von komplexen Zahlen mit einer ganzen 
Zahl benutzt man die Formel von de Moivre, die wir auch beweisen. 


Inhalt des Kapitels 


9.1 Welche Arten komplexer Potenzen gibt es ? 

9.2 Potenzgesetze für ganzzahlige Exponenten 

9.3 Die Formel von de Moivre 

9.4 Beweis der Formel von de Moivre 

9.5 Graphische Darstellung des Potenzierens 

9.6 Korollar zum Satz von de Moivre 

9.7 Anwendung: Beweis zweier reeller Doppelwinkelformeln 

9.8 Anwendung: Vereinfachung von Termen 

9.9 Raum für eigene Ergänzungen 
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9. Potenzieren 


9.1 Welche Arten komplexer Potenzen gibt es? 


9.1 Welche Arten komplexer Potenzen gibt es? 


Übersicht über die verschiedenen Arten einer komplexer Potenz 


Der Begriff "komplexe Potenz" wird für eine Vielzahl ganz unterschiedlicher Potenzen 
benutzt, und daher wollen wir zunächst erklären, welche "komplexen Potenzen" es gibt: 

1. Potenzen mit komplexer Basis und ganzzahligen Exponenten 

2. Potenzen mit komplexer Basis und rationalen oder reellen Exponenten 

3. Potenzen mit komplexer Basis und komplexen Expontenten 

4. Potenzen mit reeller Basis und komplexen Exponenten 

5. Potenzen mit negativer Basis und rationalen Exponenten, z.B. (-1) 2 = i 

In diesem Kapitel behandeln wir nur Fall 1, d.h. ganzzahlige Potenzen von komplexen Zahlen: 
z n mit: zeC und n&Z 

Die anderen Fälle behandeln wir erst im nachfolgenden Band (Titel: Komplexe Funktionen), 
da wir dazu erst die komplexen Logarithmen und mehrwertige Funktionen ein führen müssen. 


Potenzen mit komplexer Basis und ganzzahligen Exponenten 


Die Potenz einer komplexen Zahl definieren wir auf die gleiche Weise, 
wie im reellen Fall: Unter der n-ten Potenz einer komplexen Zahl z 

verstehen wir ein Produkt aus n identischen Faktoren z: 
z n = z - z - z -... ■ z ( mit: n e Z) 

n-mal der Faktor z 

Negative Exponenten definieren ebenfalls auf die gleiche Weise, 
wie im reellen Fall: 



Daraus folgen dann die gleichen Potenzgesetze, wie für reelle Zahlen. 

Sie sind auf der nächsten Seite nochmals aufgeführt. 

Aber Achtung: In den oben genannten anderen Fällen (reelle Exponenten, 
komplexe Exponenten) sind die Potenzgesetze nur eingeschränkt gültig! 
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9. Potenzieren 


9.2 Potenzgesetze für ganzzahlige Exponenten 


9.2 Potenzgesetze für ganzzahlige Exponenten 

Komplexe Potenzgesetze für ganzzahlige Exponenten _ 


Für z, z-j, z 2 eC und m,n e Z 
© z m+n = z m -z n 

© z m ~ n = ZÜ wenn z ^o 
z n 

® ( Z 1 ■ z lf = J • 4 
f z y z n 

© — = — wenn z 2 ^ 0 

K Z2 J ^2 

<S> ( z m ) n = z mn 
© z° = 1 

© z i = — 
z 

Wir beweisen diese Gesetze auf den nächsten drei Seiten. 
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9. Potenzieren 


9.2 Potenzgesetze für ganzzahlige Exponenten 



Die Beweise erfolgen auf die gleiche Art, wie im reellen Fall. 

Die Beweise sind daher uninteressant und sollten übergangen werden. 

Beweis des Potenzgesetzes 1: 

z m . z n = Z ■ Z ■... ■ Z ■ Z ■ Z ■... ■ Z = Z Z ... Z =z m+n 
m Faktoren z n Faktoren z m+n Faktoren z 


Beweis des Potenzgesetzes 2: 


m Faktoren z 


Z ZZ-...Z 
n Faktoren z 

Im Beweis unterscheiden wir zwei Fälle: 

Fall 1: Wenn m>n, dann kann man n-mal den Faktor z kürzen: 


Fall 2: Wenn m<n, dann kann man m-mal den Faktor z kürzen: 
z m 1 1 

z __ 1 _ 1 _ ^m-n 

2n ^n-m -( m-n) 


Beweis des Potenzgesetzes 3: 

(z 1 -z 2 ) n = {zi-z 2 )-(z r z 2 )-..,(z 1 -z 2 ) 

n-mal der Faktor(z 1 -z 2 ) 

Assoziativ - und Kommutativgesetz anwenden: 
(z r z 2 ) n =(z r z r .., zi )(z 2 -z 2 -..,z 2 ) 

' -V-''-v-' 

n-mal der n-mal der 

Faktor z, Faktor z 2 

Als Potenzen schreiben ergibt die gewünschte Formel: 
(Zf • z 2 ) n = z” • 4 
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9. Potenzieren 


9.2 Potenzgesetze für ganzzahlige Exponenten 


Beweis des Potenzgesetzes 4: 

Wir wenden die Definition einer Potenz an: 


r 

v 





f ^ 


(*) 

Z 2J 


K Z 2 ) 


V Z 2 j 


n-mal der Faktor z 1 /z 2 


Multiplikation durchführen: 


n-mat 
der Faktor z, 



n 

_ z r z r z r- 

■ Z 1 

v Z 2 J 

Z 2 ' Z 2 ’ Z 2 ‘ ■ ■ 

■z 2 


n-mal 



der Faktor z 2 


Wir wenden die Definition einer Potenz an, 
und zwar einmal im Zähler und einmal im Nenner: 


( \ n 


V Z 2 J 


Beweis des Potenzgesetzes 5: 


Wir wenden die Definition einer Potenz an: 
(z m ) n = (zz...z) - (zz...-z) -...- (zz...z) 

m-mal der m-mal der m-mal der 

Faktor z Faktor z Faktor z 


n-mal die Klammer, wobei jede 
Klammer m-mal den Faktor z enthält 


Die komplexe Zahl z tritt m - n als Faktor auf, 
daher können wir z m n schreiben: 

{z m ) n = z mn 
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9. Potenzieren 


9.2 Potenzgesetze für ganzzahlige Exponenten 


Beweis des Potenzgesetzes 6 mit Beweisvariante 1 : 

Wir nehmen das 2. Potenzgesetz: 

m 

<2 zm-n 

z n ~ 

Nun nehmen wir an, dass m=n sei: 

— = z m ~ m 
z m 

Die linke Seite können wir kürzen und erhalten 1. 

Auf der rechten Seite wird der Exponent zu Null: 

1 = z° 


Beweis des Potenzgesetzes 6 mit Beweisvariante 2 (de Moivre): 

Falls man bereits die Formel von de Moivre kennt 
(wir werden sie auf der nächsten Seite kennen lernen), 
dann kann man den Beweis noch kürzer machen: 

z° = \_cos(y) + i -sin(y)~\° = cos(0-y) + i-sin(0-y ) = cos(0) + i ■ siniO) = 1 + i-0=1 


Beweis des Potenzgesetzes 7 

Wir erweitern zunächst mit z n : 

1 _ 1-z n 
z z- z n 

Wir wenden im Nenner das 1. Potenzgesetz an: 

1 _ z " 
z “ z n+1 

Wir wenden auf den Bruch das 2. Potenzgesetz an: 

))_ _ z n-(n+1 ) 

Z 

Wir lösen die Klammer im Exponenten auf: 

1_ __ ^n-n-1 
Z 

Durch Vereinfachen erhalten wir das Ergebnis: 



z 
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9. Potenzieren 


9.3 Die Formel von de Moivre 


9.3 Die Formel von de Moivre 

Berechnung von Potenzen mit ganzen Exponenten 


Wir haben bereits erklärt, was man unter einer ganzzahligen Potenz einer komplexen 
Zahl versteht. Nun wollen wir lernen solche Potenzen zu berechnen. Dazu benutzt man 
die sogenannte Formel von de Moivre. 


Formel von de Moivre 


Der Formel von de Moivre lautet: 

[cos(^) + / • sin{(pj] n = cos(n -(p) + i • sin(n -cp) n^Z 

Die Formel ist benannt nach Abraham de Moivre (1667-1754). 


Wichtige Anmerkung zur Formel 


Beachte, dass die Formel für ganze Exponenten gültig ist, aber nicht für rationale 
Exponenten! 


Beispiel für die Anwendung 


Gegeben ist eine komplexe Zahl in trigonometrischer Form, 
und diese soll mit der Zahl 3 potenziert werden: 

[_7-[cosd0°) + i ■ sin(10°)]] 3 = 

Zunächst wenden wir aus der Potenzrechnung 
das folgende Potenzgesetz an: (ab) n = a n b n 

7 3 - [cos(10°) + i■ sin(10°)] 3 = 

Auf die eckige Klammer wenden wir nun die Formel von Moivre an: 
7 3 - [cos(3 ■ 10°) + i ■ sin(3 ■ 10°)] = 

Vereinfachen ergibt die Lösung: 

343 ■ [cos(30°) + i ■ sin(30°)] 


Formel für das Potenzieren 


Wir sehen: Das Lösungsverfahren besteht also aus der Anwendung des 
Potenzgesetzes (ab) n =a n -b n und der Anwendung der „Formel von Moivre“. 
Folglich kann man beide Regel (und somit das gesamte Lösungsverfahren) 
auch in folgender Formel zusammenfassen: 

[|z| • (cos(p + i • sincp)\ n = I z\ n [cos(/7 • tp) + i- sin(n -<pj\ n&Z 
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9. Potenzieren 


9.4 Beweis der Formel von de Moivre 


9.4 Beweis der Formel von de Moivre 


Vorbemerkung 


Unser Ziel ist es, die Formel von "de Moivre" (für neN) zu beweisen: 

Formel von Moivre 


\_cos(<p) + i-sin(<p)j = cos(n- cp) + i ■ sin(ncp) 


Man kann die Formel von Moivre in nur einer Zeile beweisen, wenn man den 
Umweg über die Exponentialform geht. Der Beweis lautet dann: 


\_cos((p) + i -sin((p)~\ n = (e l<p ) = e l<p ' n = = cos(n-(p) + i -sin(n-(p) 


Kurzbeweis 


Fiier wurde zunächst die komplexe Zahl (in der eckigen Klammer) in ihre 
Exponentialform umgewandelt, dann wurden zwei Potenzgesetze angewendet 
dann das Assoziativgesetz angewendet (d. h. Klammern gesetzt), und dann 
wurde wieder zurück in die trigonometrische Form umgewandelt. 


Diesen Beweis, bei dem der Umweg über die Exponentialform genommen wird, 
können wir aber nicht benutzen, denn wir haben zwar schon mit der 
Exponentialform gerechnet, sie aber noch nicht formal eingeführt. 

Die Einführung der Exponentialform geschah nämlich mit hülfe der 
Eulerschen Formel, und die Eulersche Formel wird erst in der 
Funktionentheorie bewiesen (in der komplexen Reihenlehre). 


Daher werden wir ein anderes Beweisverfahren benutzen müssen, nämlich 
die vollständige Induktion. Die vollständige Induktion ist auch an Universitäten 
der Standardbeweis, um die Formel von de Moivre zu beweisen. 
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9. Potenzieren 


9.4 Beweis der Formel von de Moivre 


Beweis für natürliche Exponenten 


Was wollen wir beweisen: 

Wir wollen die Formel von "de Moivre" beweisen: 

\_cos((p) + i■ sin((p)'] n = cos{n-(p) + i-sin(n-rp) Formel von Moivre 
Wir benutzen das Beweisverfahren "vollständige Induktion". 

© Induktionsanfang 

Wir müssen die Formel für n= 1 beweisen. Dazu ersetzen 
wir in der Formel von Moivre das "n" durch die Zahl 1: 

\_cos(<p) + i ■sin(<p)~\ 1 = cos(1 ■ <p) +i ■ sin(1 ■ <p) 

Linke Seite vereinfachen: Die erste Potenz 
einer Zahl ist gleich dieser Zahl ist: 

cos{(p) + i ■ sin(rp) = cos(rp) + i ■ sin(rp) 

Wir haben somit die Richtigkeit der Formel 
von Moivre für den Fall n=1 bewiesen. 


© Induktionsschritt: 


Nir wollen den Satz von Moivre beweisen: 

[cos((p) + i -sin((p)-\ n = cos{n-(p) + i -sin(n-(p) 

Unter der angenommenen Voraussetzung, dass der Satz für n wahr ist, 
müssen wir nun zeigen, dass der Satz dann auch für (n+1) wahr ist: 

Induktionsvoraussetzung: 

Die Richtigkeit wird vorausgesetzt 



\_cos((p) + i ■ sin((p)~\ n+1 = cos[(n +1) ■ <p\ + i ■ sin[(n +1) ■ (p\ 


Induktionsbehauptung: 

Diese muss bewiesen werden 


Um die Induktionsbehauptung zu beweisen, formen wir die linke Seite der 
Induktionsbehauptung solange um, bis die rechte Seite entsteht. Zunächst 
wenden wir auf die linke Seite das folgende Pot enzgesetz an: a n+m = a n -a m 
[cos (<p) + i ■ sin((p)~\ n • [cos (<p) + / • sin (^)] = 

Auf die n-te Potenz wenden wir die Induktionsvora ussetzung an: 

[cos (n -<p) + i■ sin(n ■ cp)] ■ [cos (cp) + i ■ sin (#>)] = 

Jetzt werden die beiden Klammern ausmultipliziert. Es entstehen vier Summanden: 
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9. Potenzieren 


9.4 Beweis der Formel von de Moivre 


Im 4.Summanden wenden wir die Definition der imaginären Einheit an: i 2 = -1 
cos(n- <p) ■ cos(<p ) + cos(n- <p)-i ■ sin(n) + i ■ sin(n ■ cp) ■ cos(<p ) - sin(n- <p) ■ sin(<p)= 
1.Summand 2.Summand 3.Summand 4.Summand 


Für den nächsten Beweisschritt brauchen wir zwei Formeln aus der 
Trigonometrie, die hier ohne Beweis genannt werden: 


cos ( x+y ) = cos (x) cos (y) - sin (x) sin(y ) Additionstheorem für Kosinus 
sin(x+y) = sin ( x) cos(y ) + cos (x )sin (y) I Additionstheorem für Sinus 


Der 1. und 4. Summand (in der Formel ganz oben) bilden zusammen das 
Additionstheorem für den Kosinus: 

cos{n ■ rp + rp) + cos{n ■ <p)- i ■ sin(n) + i ■ sin(n • cp) ■ cos(<p) = 

Additionstheorem 2.Summand 3.Summand 

für den Kosinus 


Klammert man aus dem 2. und 3.Summanden i aus, dann bildet der Rest 
das Additionstheorem für den Sinus: 


cos(n ■ <p + cp ) + /• sin(n-<p + <p ) = 

v_ v _' v_ v _' 

Additionstheorem Additionstheorem 
für den Kosinus für den Sinus 


Durch Ausklammern von cp erhalten wir die rechte Seite der Induktionsbehauptung, 
und somit ist der Beweis vollständig: 


cos[(n+ 1) ■ rp] + / • sin [in + 1)-rp 


Beweisende 
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9. Potenzieren 


9.4 Beweis der Formel von de Moivre 


Erweiterung des Beweises auf negative Exponenten 


Gegeben sei ein negativer Exponent. Die Potenzrechnung sagt, 
dies entspricht der Kehrwertbildung: 



Wir erweitern den Bruch mit [cos{cp) - i ■ sin(<p)~\: 


cos(cp) - i ■ sin(tp) 

[< cos((p ) + / • sin(<p)y [ cos((p ) - / • sin((p)~\ 

Im Nenner könnten wir die beiden Klammern ausmultiplizieren. Viel einfacher 
ist es, wenn man die 3.Binomische Formel anwenden: (a+b)(a-b)=a 2 -b 2 . 
Zusätzlich benutzen wir beim nachfolgenden Vereinfachen die Formel i 2 = -1 : 



Im Nenner steht jetzt ein häufig benutzter Satz aus der Trigonometrie, 
nämlich der trigonometrische Pythagoras: sin 2 x+cos 2 x=1 . Mit 
anderen Worten: Der Nenner wird zu "1" und fällt daher weg: 

[cos(^) + / • s/'n(^)] n = [cos(^) - / • sin((p)\ n 

Aus der Trigonometrie wissen wir: cos(x)=cos(-x) und sin(x) = -sin(-x). 

[< cos{cp ) + / • sinjcp)] n = [cos(-<p) + / • sin(-<p)[\ n 
Da wir den Satz von Moivre für ganzzahlige positive Exponenten n 
bereits bewiesen haben, dürfen wir ihn auf der rechten Seite der 
Gleichung anwenden, und erhalten das gewünschte Ergebnis: 

[cos(^) + / • sin{cpy\ n = cos{-ncp ) + / • sin(-rKp) 

Wir haben bewiesen: Der Satz von de Moivre gilt auch für 
ganzzahlige negative Exponenten. 


n 


[cos((p) + i ■ sin((p)~\ 
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9. Potenzieren 


9.5 Graphische Darstellung des Potenzierens 


9.5 Graphische Darstellung des Potenzierens 

Didaktische Vorbemerkung_ 


Das Kapitel „grafische Darstellung“ wird für das Verständnis des nachfolgenden 
Kapitels (Radizieren) benötigt und sollte daher nicht übersprungen werden. 


Grafische Darstellung des Potenzierens 


Wir haben bereits gelernt: Eine komplexe Zahl z wird mit n potenziert, indem man den 


Betrag |z| mit n potenziert und den Winkel q> mit n multipliziert. 

Diesen Sachverhalt wollen wir nun anhand eines Beispiels grafisch darstellen. 



Als Beispiel betrachten wird folgende 
komplexe Zahl: 

z = 2-[cos70°+i-sin70°] 

Diese komplexe Zahl z habe 
ich eingezeichnet. Sie hat den 
Betrag |z|=2 und den Winkel cp = 70°. 

Gesucht seien die zweite und dritte Potenz 
von z, also die Potenzen z 2 und z 3 . 



Nun bestimmen wir die Potenz z 2 , und 
zwar so, wie wir es gelernt haben:am 
Anfang dieser Seite wiederholt haben: 

Weil wir die zweite Potenz suchen, müssen 
wir den Betrag |z|=2 mit zwei potenzieren und 
der Winkel cp=70° wird mit zwei multiplizieren. 

z 2 = 2 2 -[cos(2-70°) + i-sin(2-70°)] 

oder vereinfacht geschrieben: 

z 2 = 4-[cos(140°) + i-sin(140 °)] 

Die Potenz z 2 hat also den Betrag z=|4| 
und den Winkel q> = 140°. 


weiter auf der nächsten Seite .... 
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9. Potenzieren 


9.5 Graphische Darstellung des Potenzierens 




Auf die gleiche Weise bestimmen wir 



die Potenz z 3 : 



Weil wir die dritte Potenz suchen, 

[140°] X - 

* t —TT'l \ 

müssen wir den Betraq |z|=2 mit drei 


. (ZÖ3 

potenzieren und den Winkel cp =70° 



mit drei multiplizieren: 

-8 -4 

2 4 8 

z 3 = 2 3 -[cos(3-70°) + i-sin(3-70°)] 



(210°) 


oder vereinfacht geschrieben: 



z 3 = 8-[cos(210°) + i-sin(210 °)] 

Die Potenz z 3 hat also den Betrag z=|8| 
und den Winkel (p=210°. 


Wir sehen: Wird eine komplexe Zahl z mit der Zahl n potenziert, so entspricht dies 
graphisch einer Drehstreckung: Der Zeiger von z wird um den Winkel n-cp gedreht und 
um den Faktor |z| n gestreckt. 
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9. Potenzieren 


9.6 Korollar zum Satz von Moivre 


9.6 Korollar zum Satz von Moivre 


Ein Korollar (Plural: Korollare) ist ein anderer Name für einen Folgesatz. 
Ein Folgesatz wird als Folgesatz bezeichnet, weil er unmittelbar oder fast 
unmittelbar (d.h. ohne langen Beweis) aus einem anderen Satz folgt. 


Korollar: Vorzeichen gemeinsam wechseln ist erlaubt 


Man darf das Vorzeichen des Exponenten wechseln, wenn man das 
Vorzeichen des Imaginärteils ebenfalls wechselt: 

[cos(^) ± / • sin((pj\ n = [cos (p) + / • sin((pj\ ~ n 



Beweis des Korollars 

Gegeben: 

\_cos((p)±i-sin((p) 

n 

Exponent mit „1“ multiplizieren, und 
dann die „1“ als (-l)-(-l) schreiben: 

\_cos((p)±i • sin (cp) 

j (-lH-l)-n 

Satz von de Moivre anwenden: 

\_cos(-(p) ± / • sin(-<p)] ( 1)n 

Die Sinusfunktion ist eine ungerade 
Funktion, d.h. es gilt sin(-x)=-sin(x): 

\_cos(-(p) + i ■ sin ((p 

■)] <,) ' n 

Die Kosinusfunktion ist gerade Funktion, 
d.h. es gilt cos(-x)=cos(x): 

\_cos((p) + i-sin((p) 

j i-D-n 

Den Exponenten vereinfachen: 

-1-n =-n 

[cos((p) + i ■ sin(cp) 

r 
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9. Potenzieren 


9.7 Anwendung: Beweis zweier Doppelwinkelformeln 


9.7 Anwendung: Beweis zweier Doppelwinkelformeln 


Was wollen wir beweisen? 


Die Formel von de Moivre hat viele Anwendungen. Hier wollen wir zeigen, dass man mit 
der Formel von de Moivre die reellen Doppelwinkelformeln für Sinus und Kosinus 
herleiten kann. Dieser Beweis ist wesentlich kürzer und unkomplizierter als der 
normale Beweis, bei dem keine komplexen Zahlen benutzt werden. 


Beweis 


Wir beginnen mit der trigonometrischen Form einer komplexen Zahl, 
welche den Betrag 1 und den Winkel 2<p hat. Auf diese komplexe 
Zahl wenden wir die Formel von de Moivre an: 


cos(2<p) + i- sin(2<p) = (cosrp + i ■ sincp f 

Die rechte Seite multiplizieren wir aus. Dazu benutzen wir die 
1 .Binomische Formel: 


cos(2cp) + i ■ sin(2<p)= cos 2 cp + 2i ■ cosrp ■ sincp + i 2 ■ sin 2 cp 

Auf der rechten Seite benutzen wir die Definition der 
imaginären Einheit, also die Formel i 2 =-1: 

cos(2cp) + i ■ sin(2g})- cos 2 cp + 2i ■ cosrp ■ sincp - sin 2 cp 
Wir ordnen jetzt beide Seiten nach Real- und Imaginärteil: 

cos(2rp) + i ■ sin(2cp) = cos 2 cp - sin 2 cp + i ■ 2- cosrp • sincp 
Realteil Imaginärteil Realteil Imaginärteil 

Am Anfang des Buches haben wir gelernt, dass zwei komplexe Zahlen 
genau dann gleich sind, wenn sie im Real- und Imaginärteil jeweils gleich sind. 

Da auf der linken und rechten Seite aber komplexe Zahlen stehen, und zwischen 
beiden Zahlen ein Gleichheitszeichen steht, müssen die Realteile und die 
Imaginärteile jeweils übereinstimmen: 


cos(2rp) = cos 2 cp - sin 2 cp 


sin(2cp) = 2- cosrp ■ sincp 


Wir haben die Doppelwinkelformeln für den Sinus- und Kosinus 
erhalten, die wir aus der Schulmathematik kennen. 
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9. Potenzieren 


9.8 Anwendung: Vereinfachung von Termen 


9.8 Anwendung: Vereinfachung von Termen 


Vorkenntnisse 


Für die Übungen auf den folgenden Seiten werden wir folgende Formeln benutzen, 
die wir in den vorigen Kapiteln bewiesen haben. Damit ihr nicht zurückblättern müsst, 
habe ich diese Formeln hier nochmals aufgeführt: 

1. Die drei Tricks aus dem Kapitel „trigonometrische Form“ 

Im Kapitel „Die trigonometrische Form“ haben wir drei Tricks gelernt, mit denen man 
die trigonometrische Form hersteilen kann, wenn eine ähnliche Form gegeben ist. 

Trick 1: Haben die beiden Winkel unterschiedliche Vorzeichen, 
so kann dies durch die folgende Formel beseitigt werd en: 

cos (-cp) + i ■ sin((p) = cos(<p) + i ■ sin (cp) 

Trick 2: Stehen Sinus- und Kosinusfunktion auf vertauschten Plätzen, 
so kann das durch folgende Formel beseitigt werden: _ 


sin(cp) + i • cos((p) = cos 

( 71 

\2 J 

+ i • sin 

' n \ 

\2 J 


Trick 3: Ein „Minus“ vor dem Imaginärteil kann durch fo lgende Formel beseitigt werden: 

cos((p)~i ■ sin((p) = cos(-(p) + i sin(-(p) 


2. Den Satz von Moivre 

\_cos((p) + i -sin((p)^ n = cos(n -<p) + i -sin(n -(p) n e(Q 

3. Das Korollar zum Satz von Moivre 

[ cos((p ) ± / • sin((pj\ n = [cos(^) + / • sin(cp)\ ~ n 
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9. Potenzieren 


9.8 Anwendung: Vereinfachung von Termen 


Beispiel 1 


Aufgabe: 

Vereinfache den rechts 
stehenden Term! 

[_sin(-<p)-i-cos(<p)] 8 
[< cos[2(p ) + /' • sin{2cpj\ 2 

Zähler: 

Trick 1 anwenden: 
cos(cp) = cos{-(p) 

\_sin(-<p)-i-cos(-<p)] 8 
[■ cos{2(p ) + / • sin{2(pj\ 

Zähler: Trick 2 anwenden: 

(n \ 

sin((p) = cos —rp 
\2 

und 

(n \ 

cos((p) = sin —(p 

\2 J 

cos (f-(-?>)) 

~i-sin^~(-<p)'j 

-8 

[i cos{2<p ) + /' • sin(2(p)~\ 2 

Zähler: 

Beide Argumente vereinfachen 

f n \ . . f n \ 

cosj^— + <pj-i- sin + cpj 

-8 


[< cos{2(p ) + / • sin(2(p)\ 2 

Zähler: Korollar an wenden 

Beide Vorzeichen ändern sich 

(n \ . . (n \ 

L V2 w U )_ 

8 


2 

[■ cos{2<p ) + / • sin(2(p)~\ 

Zähler: Wir verwenden den Satz 

von Moivre und verschieben den 

Faktor "4" vom Exponenten in 
die Klammern. 

f .(n \ 

cos 4 — + (p\ 
V v2 J 

\ ( (n Y 

+ / sin 4 — + (p\ 

ll 2 

[i cos{2(p ) + / • sin(2(pY\ 2 

Zähler: Klammer vereinfachen 

2 

[■ cos[2n + 4cp) + / • sin{2n + 4cp)\ 

= 

[■ cos{2<p ) + / • sin(2(p)\ 

Zähler: Weil Sinus- und Kosinusfunktion 
eine Periode von 2n haben, können wir 
den Term "2n" weglassen 

[i cos(4cp ) + / • sin(4(p)\ 2 
\_cos(2(p ) + / • sin(2cp)\ 2 

Nenner: Wir wenden den 
"Satz von Moivre" an 

[i cos(4cp ) + /' • sin(4cp) ] 
cos(4(p) + i -sin(4(p) 

Kürzen ergibt die Lösung: 

cos{4(p) + i ■ sin(4<p) = e 4q ” 


























9. Potenzieren 


9.8 Anwendung: Vereinfachung von Termen 


Beispiel 2 


Aufgabe: 

Vereinfache den rechts 
stehenden Term! 

[cos(x) + i sin(-x)] 6 
[sinix)- i■ cos(x)] 4 

Zähler: 

Trick 1 anwenden: 
cos(cp) = cos(-<p) 

[cos(-x) + i ■ sin(-x)] 6 
[sin(x)-i cos(x)] 4 

Nenner: Trick 2 anv\ 

■ t \ ( n ^ 

sm((p) = cos —cp 

y ' K2 j 

/x . f n 'l 

cos((p) = sm —(p 

y ’ V2 j 

/enden: 

und 

[cos(-x) +i sin(-x)] 6 
cos-xj-i- sin ^ - xj 

: 4 

Nenner: Die Sinusfunktion ist ungerade, 
d.h. es gilt: 

-sin[a-b] = sin[-(a-b )] = sin[b-a ] 

[cos(-x) + i• sin(-x)] 6 

cos ^ - xj + / • sin^x -^ j 

1 4 

Nenner: Die Kosinusfunktion ist gerade, 
d.h. es gilt: 

cos[a-b ] = cos[-(a-ö)] = cos[b-a ] 

[cos(-x) + i • sin(-x)] 6 

cosi x-^j +i-sinix 

1 4 

Nenner: Wir verwenden den "Satz 
von Moivre" und verschieben den 

Faktor "4" vom Exponenten in 
die Argumente. 

[cos(-x) + i sin(-x )] 6 


1 

1 _ 1 

fc:c\i 

i 

X 

Nenner: Die Klammern in den 

Argumenten ausmultiplizieren 

[cos(-x) + i ■ sin(-x)] 6 

cos (4x-27r) + i ■ sin{4x-2i:) 

Nenner: Weil Sinus- und Kosinusfunktion 
eine Periode von 2n haben, können wir 
den Term "2n" weglassen 

[cos(-x)+ i■ sin(-x)] 6 
cos(4x) + i sin{4x) 

Im Zähler und Nenner jeweils den 
"Satz von Moivre" anwenden 

[cos(x) + i-sin(x)] 6 
[cosix) + i-sinix)] 4 

Bruch kürzen: 

[cosix) + i -sinix)] 


De Moivre anwenden ergibt die Lösung: 


cos(2x ) + / ■ sin(2x ) = e 2lx 





















































































































10. Radizieren 


10.0 Lerninhalte dieses Kapitels 


10. Radizieren _ 

10.0 Lerninhalte dieses Kapitels 


Dieses Kapitel besteht aus folgenden Unterkapiteln: 

10.1 Wiederholung reeller Wurzeln 

10.2 Definition einer komplexen Wurzel 

10.3 Berechnung komplexer Wurzeln 

10.4 Beweis der Formel 

10.5 Graphische Darstellung komplexer Wurzeln 

10.6 Beispiel 1 

10.7 Beispiel 2 

10.8 Quadratwurzeln in Normalform lösen 

10.9 Einheitswurzeln 

10.10 Primitive Einheitswurzeln und ihre Potenzen 

10.11 Summensatz für Einheitswurzeln 

10.12 Wurzelgesetze 

10.13 Raum für eigene Ergänzungen 
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10. Radizieren 


10.1 Reelle Potenzen und reelle Wurzeln kurz wiederholt 


10.1 Reelle Potenzen und reelle Wurzeln kurz wiederholt 

Erklärung_ 


Die reelle Potenzfunktion ordnet jeder reellen Zahl ihre Potenz zu. Im Beispiel ordnet die 



Im Bild erkennt man es daran, dass der Pfeil in umgekehrter Richtung verläuft. 
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10. Radizieren 


10.1 Reelle Potenzen und reelle Wurzeln kurz wiederholt 


Dabei tritt jedoch ein Problem auf: Wenn der Exponent der Potenzfunktion eine gerade 
Zahl ist (im Beispiel ist der Exponent 4), dann ist die Umkehrung nicht mehr eindeutig. 
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10. Radizieren 


10.1 Reelle Potenzen und reelle Wurzeln kurz wiederholt 


Definition der reellen Wurzel 


Jetzt wiederholen wir noch die formale Definiton einer Wurzel in den reellen Zahlen IR. 
Gesucht sei die n-te Wurzel aus einer reellen Zahl a, wobei wir diese Wurzel x nennen 
wollen: 



und neN 


Wir potenzieren beide Seiten mit n: 



Die Wurzel x ist also definiert, als die Zahl, die beim Potenzieren mit n den 
nicht-negativen Radikanden a ergibt. 

Um Probleme bei geraden Exponenten n zu vermeiden, hatten wir dabei folgende 
zwei Einschränkungen gemacht: 

Und um die Lösbarkeit dieser Potenzgleichung zu garantieren, hatten wir nur 
nicht-negative a zugelassen. 

Um eine Mehrdeutigkeit der Wurzel zu vermeiden, hatten wir gefordert, dass die 
Wurzel x die nicht-negative Lösung dieser Potenzgleichung sein soll. 

Als Beispiel betrachten wir die 2-te Wurzel aus 9: 



Jetzt potenzieren wir die Wurzelgleichung mit 2 und erhalten eine Potenzgleichung. 
Dann ist die Wurzel x die nicht-negative Lösung dieser Potenzgleichung: 



Die Wurzel hat somit den Wert +3, denn die Potenzgleichung hat zwar zwei Lösungen 
(+3,-3), aber laut der Definition ist die Wurzel gleich der nicht-negativen Lösung. 
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10. Radizieren 


10.2 Definition einer Wurzel in C 


10.2 Definition einer Wurzel in C 

Überblick 


Wir haben auf den vorigen Seiten definiert, dass die reelle Wurzelfunktion die 
Umkehrfunktion der reellen Potenzfunktion ist. Ebenso definieren wir nun,dass die 
komplexe Wurzelfunktion die Umkehrfunktion der komplexen Potenzfunktion ist. 


Anschauliche Definition der komplexen Wurzel 


Im Bild sehen wir die komplexen Potenzfunktion f(z)=z 4 . Ich habe fünf Punkte in der 
z-Ebene ausgewählt und dann die Bilder dieser Punkte in der w-Ebene eingezeichnet, 
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10. Radizieren 


10.2 Definition einer Wurzel in C 


Um die Umkehrung der komplexen Potenzfunktion zu bilden, drehen wir wieder die 
Pfeilrichtung um. Dadurch definieren wir eine neue Funktion. Dieser neuen Funktion 



Wir sehen, dass hier das gleiche Problem auftritt, wie bei der Umkehrung der reellen 
Potenzfunktion mit geraden Exponenten: Die Umkehrung ist nicht eindeutig! Dem 
oberen Punkt in der w-Ebene werden vier Punkte in der z-Ebene zugeordnet. 

Eine komplexe Zahl hat also immer mehrere komplexe Wurzeln. Allgemein gilt: 

Die n-Wurzei aus einer komplexen Zahl hat n verschiedene Werte (Beweis später). 

Die komplexe Wurzelfunktion ist also nicht eindeutig, sondern man bezeichnet sie als 
mehrwertige Funktion, oder als Wurzelrelation. 

Bei der reellen Wurzelfunktion hatten wir die Mehrwertigkeit beseitigt, indem wir 
nur positive Funktionswerte zugelassen haben. Bei der komplexen Wurzelfunktion 
akzeptiert man diese Mehrwertigkeit. 
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10. Radizieren 


10.2 Definition einer Wurzel in C 


Formale Definition der komplexen Wurzel 


Nach dieser graphischen Betrachtung nun zur formalen Definition. 
Wie gesagt wollen wir Wurzel in C definieren: 


w 


= yja + bi 


Wurzel 


Wir potenzieren wieder beide Seiten mit n (wie bei der reellen Definition): 


w n = (a + bi) zugehörige Potenzgleichung 


Eine n-te Wurzel aus a+bi ist in C definiert, als die komplexe Zahl w, 
deren n-te Potenz gleich a+bi ist. 


Man beachte den Unterschied zu Wurzeln in R. In M ist die Wurzel als 
nicht-negative Lösung der zugehörigen Potenzgleichung definiert. 

In C ist jede Lösung der zugehörigen Potenzgleichung eine Wurzel. 
Man sagt auch: Die Wurzelfunktion ist eine mehrwertige Funktion. 
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10. Radizieren 


10.3 Formel für das Radizieren in C 


10.3 Formel für das Radizieren in C 


Formel für das Radizieren in C 


Gegeben sei eine komplexe Zahl z in Polarform: 


z = |z| ■ [i cos(<p) + i-sin((p)\ 


bzw. 


z = \z\-e 


i <p 


Dann liefert folgende Formel die n-te(n) Wurzel(n) von z: 
f(p + 360°-k^ r ml Qßnp.u\ 


Vz = \t\Z\ 


cos 


V 


n 


\ f 

+ / • sin 

J 


(p + 360° • k 

v n j 


k = 0,1,2,... (n-1) 


Ist der Winkel (p nicht im Gradmaß sondern im Bogenmaß gegeben, so müssen wir in 
der Formel die 360° durch 2 n ersetzen. 


Anmerkungen zur Definition 


■ Während in IR jede nicht-negative reelle Zahl genau eine n-te Wurzel hat, 
hat in C eine komplexe Zahl mehrere Wurzeln, denn die Formel sagt uns: 

Eine komplexe Zahl z hat in C genau n unterschiedliche n-te Wurzel, 

die man erhält, indem man für k nacheinander die Zahlen 0 bis (n—1) einsetzt. 

Beispiel: Suche ich die 42.Wurzel aus einer komplexen Zahl z, so existieren in C 
genau 42 dieser 42.Wurzeln (die auch alle unterschiedliche Winkel haben). 

■ Eine komplexe Zahl z hat auch dann n unterschiedliche n-te Wurzeln, wenn der 
Sonderfall vorliegt, dass der Imaginärteil von z gleich Null ist. 

Beispiel: Die Zahl 8 hat in IR nur eine 3.Wurzel (nämlich 2), aber in C hat die Zahl 8 
genau drei ß.Wurzeln , nämlich eine reelle (nämlich 2) und zwei komplexe Wurzeln 
z=—1 ± i-3° 5 . Wir werden dieses Beispiel später durchrechnen. 

■ Suchen wir die Wurzeln einer komplexen Zahl z, die in Normform gegeben ist, 
so muss die komplexe Zahl z zunächst in die Polarform umgewandelt werden, 
bevor die Wurzeln berechnet werden können. 

■ Wie man sieht, hat eine komplexe Zahl z mehrere Wurzeln, wobei eine der Wurzeln als 
Hauptwert bezeichnet wird. Leider ist der Hauptwert unterschiedlich definiert. Wir 
benutzen folgende Definition: 

Der Hauptwert ist diejenige Wurzel von z mit dem kleinsten, positiven Winkel. 

Man erhält den Hauptwert, wenn man in der Lösungsformelformel k=0 wählt. 
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10. Radizieren 


10.3 Formel für das Radizieren in C 


Beispiel 


Gegeben sei die komplexe Zahlz = 8- [cos (30°) + i ■ sin(30°)]. 
Gesucht ist die 3. Wurzel. Die Lösungsformel lautet: 



Wir setzen die gegebenen Werte ein: n = 3, \z\ = 8 und cp = 30 °: 



Jetzt setzen wir für k nacheinander die Zahlen 0,1 und 2 ein, und 
erhalten dadurch die drei gesuchten Wurzeln w 0 , w 1 und w 2 : 

k = 0 einsetzen: 



Die komplexe Zahl: 
z = 8- [cos(30 °) + / • sin(30 °)] 


hat die drei 3. Wurzeln Zfz: 
w 0 = 2 \cosd 0°) + i ■ sind0°)\ 
w 1 = 2 [cosd30°) + i ■ sind30°)\ 
w 2 =2■ [cos(250 °) + / • sin(250 °)] 
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Gesucht sei die n-te Wurzel z einer komplexen Zahl w: 



Diese Gleichung ist äquivalent zur folgenden Gleichung, was 
man erkennt, wenn man die Gleichung mit n potenziert: 



Nun schreiben wir z und w in Polarform. Dabei müssen wir festlegen, wie wir 
die Beträge und Winkel von z und w nennen. Wir nennen die Winkel o. und ß 
und die Beträge r und s: 



Linke Seite: Wir wenden das aus der Schule bekannte Potenzgesetz ( ab) n = a n b n an, 
dass auch für Potenzen mit komplexer Basis und ganzen Exponenten gültig ist: 

r n [cos(ß) + i■ sin(ß )) n = s(cos(a) + /• sin(a)) 

Linke Seite: Wir wenden die Formel von de Moivre an: 

Gesucht war w und daher müssen wir r und ß berechnen, denn r und ß sind der Betrag 
bzw. das Argument der gesuchten Zahl w. Wir finden r und ß, indem wir die Beträge, 
die Kosinusse und die Sinusse von z und w vergleichen, denn zwei komplexe Zahlen 
sind genau dann gleich, wenn sie im Betrag und im Argument übereinstimmen. 
Beginnen wir nun mit dem Vergleich der Beträge: 



Als zweites vergleichen wir die Sinusse und Kosinusse: 
cos{nß) = cos(a) 
sin(nß) = sin (a) 

Die Kosinusse bzw. Sinusse sind gleich, wenn sie im Winkel übereinstimmen, 
d.h. wenn gilt: nß = a. Die Kosinusse bzw. Sinusse stimmen aber auch dann 
überein, wenn man zum Winkel a ein Vielfaches von 2n hinzu addiert, denn 
die Funktionswerte von Kosinus und Sinus wiederholen sich jeweils nach 2k. 
Wir müssen daher die Argumente auf folgende Art gleichsetzen: 
mit: keZ 

Weil ß gesucht war, müssen wir die Formel noch nach ß umstellen: 
mit: keZ 

Nun sind r und ß bekannt, und wir können die gesuchte Wurzel w angeben: 



Laut der Formel gibt es unendlich viele n-te Wurzeln, denn k e Z. 
Wir zeigen aber noch, dass nur n Wurzeln unterschiedlich sind. 




r n [cos(nß) + i ■ sin(nß )) = s(cos{a) + i -sin(a)) 
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10. Radizieren 


10.4 Beweis der Formel 


Beweis Teil 2 


Dies ist die Formel für komplexe Wurzeln w, die wir auf der vorigen Seite 
hergeleitet haben. Die Formel sagt: Man erhält k Wurzeln, wobei k jede 

viele Lösungen: 

mit: keZ 

Wir wollen nun beweisen, dass nur n dieser unendlich vielen Winkel 
unterschiedlich sind, und somit haben wir auch nur n unterschiedliche Wurzeln. 

Wir werden beweisen, dass man diese n unterschiedlichen Winkel erhält, wenn 
man für k die Zahlen von 0 bis in-1) ein setzt. Der Beweis gliedert sich in drei Fälle: 

Fall 1: 1 0<k<n 

Hier müssen wir folgendes zeigen: 

Wenn wir für k ganze Zahlen einsetzen, für die 0 < k<n gilt, d.h. die Zahlen von 0 bis (n-1), 
dann entstehen n unterschiedliche Winkel und somit n unterschiedliche Wurzeln . 

Fall 2. | k> n 

Hier müssen wirzeigen, dass keine neuen Winkel (und somit Wurzeln) entstehen, 
wenn wir für k Zahlen in die Formel einsetzen, die größer oder gleich n sind. 

Fall 3: k negativ 

Hier müssen wirzeigen, dass ebenfalls keine neuen Winkel (und somit Wurzeln) 
entstehen, wenn wir für k negative Zahlen in die Formel einsetzen, 

Zunächst aber schreiben wir den Bruch in der Formel auseinander: 

mit: keZ 

Nun schreiben wir noch die 2n vor den Bruch: 

mit: keZ 

Auf den nächsten drei Seiten behandeln wir nun die drei erwähnten Fälle. 




ganze Zahl sein kann, d.h. wir erhalten unendlich 
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10. Radizieren 


10.4 Beweis der Formel 


Fall 1: 0<k<n 


Wir schreiben die Lösungsformel nochmals auf: 


II 

Ni 

II 

Sl 

COS 

(a k) . . 

— + 2 k — \ + i -sin 





Kn n) 

Kn n)\ 



mit: k 


Nun überlegen wir: Wenn wir k von 0 bis in-1) laufen läßt, entstehen 
immer neue (größere) Winkel und somit unterschiedliche Lösungen (Wurzeln). 

Wir dürfen aber nicht vergessen, uns dabei eine zweite Frage zu stellen: 

Wird beim größtmöglichen k, also bei k=(n-1) der Winkel vielleicht so groß, 

( a \ 

dass er (nach einer kompletten 360°Umdrehung) wieder der 1.Lösung — entspricht. 

v n ) 

Dann hätten wir nämlich keine n unterschiedlichen Lösungen. 

Dies kann aber nicht passieren, weil laut Voraussetzung k<n und somit 
k/n ein echter Bruch ist. Dieser wird in der Formel mit 2nbzw. 360 ° 


multipliziert, und somit wird zur ersten Lösung 


a 

V n 


r 


ein Winkel 


2 k — I addiert, 
n. 


der kleiner 360 °ist. Alle Winkel liegen also innerhalb einer 360 ° Umdrehung, 


die bei der ersten Lösung — beginnt. 

Kn' 


a 


Wir erhalten also im Fall 1 tatsächlich n unterschiedliche Lösungen. 

Bild: 



Nehmen wir an, die erste Wurzel 
einer komplexen Zahl hätte den 
Winkel 10 °. Addiert man zu 10 ° den 
Winkel 360°, so erhält man einen 
370° Winkel, der aber mit dem 10° 
Winkel übereinstimmt. Man erhält 
also keinen neuen Winkel und somit 
keine neue Wurzel. 

In der Lösungsformel wird aber ein 
Winkel addiert, der kleiner als 360° 
ist. Somit können keine Schein¬ 
lösungen entstehen. Die n Lösungen 
sind alle unterschiedlich. 
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10. Radizieren 


10.4 Beweis der Formel 


Fall 2: 

Wir wollen zeigen: Wenn ich für k eine Zahl k 2 > n einsetze, dann entsteht ein 
Winkel, die mit einem der n-unterschiedlichen Winkel aus dem vorigen Fall 
identisch ist, d.h. er unterscheidet sich nur um ein Vielfaches (q-faches) von 2k. 
Wir müssen also beweisen, dass folgende Formel wahr ist: 

q eZ 

0 < k 1 <n 
k 2 > n 


Durch Auflösen der Klammer fällt — weg: 

n 



Nun zerlegen wir k 2 . Weil k 2 >n ist, können wir k 2 in ein Vielfaches (m-faches) 
von n zerlegen, wobei ein Rest p enstehen kann, der kleiner als n ist: 



Über die natürliche Zahl p wissen wir, dass p<n. 
k 1 ist laut Voraussetzung frei wählbar, solange k^n. 

Wir wählen also einfach k^p, sodass die Gleichung wahr wird. 

Daraus folgt, dass auch die erste Gleichung (der Ansatz) wahr ist, 
d.h. dass durch Einsetzen von k 2 > n keine neuen Lösungen entstehen. 




\n 


n j 


— + 2zr — 


\n 


n j 


= 2nq 


Diese Winkel entstanden 
im Fall 1, wenn ich für k 
eine Zahl k-j mitO^k^n 
einsetze 


Diese neuen Winkel entstehen, 
wenn ich für k eine Zahl k 2 
mit k 2 >n einsetze 


k>n 


177 











10. Radizieren 


10.4 Beweis der Formel 


Fall 3: \k negativ 

Nun wollen wirzeigen, dass im Fall 3 keine neuen Lösungen entstehen. 
Wir schreiben zunächst die Lösungsformel nochmals auf: 



Wir wollen nun zeigen: Wenn ich negative k (jetzt k n genannt) 
in die Formel einsetze, entstehen die gleichen Winkel, die beim 
Einsetzen von positiven k (jetzt k p genannt) entstehen. Dies 
ist der Fall, wenn sich die Winkel nur um 2nq (q e Zjunterscheiden. 

Die folgende Formel formuliert die Bedingung für die Gleichheit der Winkel: 



Beweisen wir nun, dass diese Gleichung wahr ist: 
Wir lösen die 2. Klammer auf: 



Dadurch fällt — weg: 
n 



Wir dividieren beide Seiten durch 2n: 

n n 

Gleichung mit n multiplizieren: 
k p -k n = nq 
Umstellen nach k p : 
k p = k n + nq 

Weil die rechte Seite eine ganze Zahl ergibt, die linke Seite (k p ) aber eine frei wählbare 
ganze Zahl ist, ist die Gleichung richtig und somit auch die Ausgangsgleichung, 
die uns sagte, dass das Einsetzen von negativen k keine neuen Winkel und somit 
auch keine neuen Wurzeln liefert. 
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10. Radizieren 


10.5 Graphische Darstellung 


10.5 Graphische Darstellung 

Herleitung des grafischen Radizierens 


Die Formel für die n-te Wurzel einer komplexen Zahl 
z =\z\ ■ [cos(^) + /' • sin((p)\ lautete: 


ffz = f\z\- 

cos 

(cp+k-360 

+ / • sin 

((p + k-360°\ 


l n j 

l n ) 

Für unsere Zwecke ist es besser, wenn wir die Brüche zerlegen 


!fz = f\Ä- 

cos 

(cp k-360^ 

— +- 

v n n J 

+ / • sin 

O k-360°X} 
— + - 

vn n )] 


Zunächst betrachten wir k - O , um den Winkel der ersten Wurzel zu finden: 


<fz=m- 


cos 


(A 

\n) 


+1 sin 


(A\ 

v n) 


Wir erkennen: Man zieht die n-te Wurzel aus einer komplexen Zahl z, 
indem man den Betrag mit n radiziert und den Winkel durch n dividiert. 
Nun betrachten wir k = 1 um eine weitere Wurzel zu erhalten: 


s[z = tfTz\ 


COS 


<p 

Vn 


1-360 ° 
n 


+1 -sin 


(p_ 

V/7 


1-360 ° 
n 


Schauen wir uns das Argument an: Zum Winkel ^ , der unsere 
erste Lösung war, müssen wir den Winkel 1 ■ addieren. 
Nun betrachten wir k = 2 um eine weitere Wurzel zu erhalten: 


y/~Z = tfTzf 


COS 


9 

\n 


2-360 ° 
n 


+1 -sin 


9 

\n 


2-360 

n 


Schauen wir uns das Argument an: Zum Winkel ^ , der unsere 
erste Lösung war, müssen wir den Winkel 2 ■ addieren. 

Grafisches Lösungsverfahren für die n-te Wurzel aus z: 

1. Alle n-ten Wurzeln haben den gleichen Betrag. Man erhält diesen 
Betrag, indem man den Betrag von z mit n radiziert. 

2. Den Winkel der ersten Wurzel erhält man, indem man den Winkel cp 

(der gegebenen komplexen Zahl z) durch den Wurzelexponenten n dividiert. 

3. Die Winkel aller weiteren Wurzeln erhält man, indem man 360° durch den 
Wurzelexponenten n dividiert, und das Ergebnis wiederholt zum Winkel 
der ersten Wurzel addiert. 
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10. Radizieren 


10.5 Graphische Darstellung 


Beispiel für grafisches Radizieren 





Als Beispiel betrachten wird folgende 
komplexe Zahl z: 

z = 8-[cos(75°)+ i-sin(75°)] 

Diese komplexe Zahl z hat den 
Betrag |z|=8 und den Winkel cp = 75°. 

Gesucht sei ihre dritte Wurzel: ^ 


Wir wissen: Sucht man die dritte Wurzel, 
so müssen in C drei dieser Wurzeln 
existieren, 

denn die Anzahl der Wurzeln entspricht 
dem Wurzelexponenten. 

Nun wollen wir die erste 3.Wurzel aus z 
bilden. Wir gehen so vor, wie wir es auf der 
vorigen Seite gelernt haben. 

Den Betrag aller 3.Wurzeln errechnen wir, 
indem wir die 3.Wurzel aus den Betrag von 

z bilden: I V^\ = füi = Vs = 2 

Den Winkel der 3.Wurzel berechnen wir, 
indem wir den gegebenen Winkel cp von z 
durch den Wurzelexponenten dividieren: 
75° ; 3 = 25° 

Nun berechnen die Winkel der beiden 
restlichen Wurzeln. Dazu teilen wir den 
Vollkreis (360°) durch den 
Wurzelexponenten (3) und erhalten 120°. 
Je zwei Winkel haben also stets einen 
Abstand von 120°. 

Wir addieren daher zum Winkel der ersten 
Wurzel (25°) nochmals 120°hinzu, 
und erhalten 145°. 

Zu diesen 145° addieren wir nochmals 
120° hinzu und erhalten 265°. 

Die Winkel der beiden anderen Wurzeln 
sind also 145° und 265°. 
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10. Radizieren 


10.5 Graphische Darstellung 


Probe für die grafische Berechnung 


Nun können wir uns noch fragen: Wie kann ich die Probe machen? Wir wissen: 
Potenzieren und Radizieren sind umgekehrte Rechenoperationen. Wir müssen also nur 
die berechneten 3.Wurzeln wieder mit 3 potenzieren, und dann müßten wir jeweils 
wieder z erhalten. 

Für die Winkel bedeutet dies: 

Wir wissen: Wenn man eine komplexe Zahl (hier: die Wurzel) mit n potenziert, dann 
muß man den Winkel mit n multiplizieren. Wir müssen also die drei Winkel 
(25°, 145°und 265°) jeweils mit 3 multiplizieren, und dann müßten wir jeweils 
den Winkel von z erhalten (75°), oder einen Winkel mit gleichem Zeiger. 

25° ■ 3 = 75° 

145° ■ 3 = 435° = 1 -360°+75° (d.h. gleicher Zeiger wie 75°) 

265° ■ 3 = 795° = 2-360°+75° (d.h. gleicher Zeiger wie 75°) 

Für die Betrag bedeutet dies: 

Wenn ich den berechneten Betrag der Wurzeln (hier: 2) wieder mit dem 
Wurzelexponenten (hier: 3) potenziere, müßte ich wieder den Betrag von z 
(hier:8) erhalten. 

2 3 = 8 

Die Probe hat gezeigt, dass unser Ergebnis richtig berechnet wurde. 
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10. Radizieren 


10.6 Beispiel 1 


10.6 Beispiel 1 

Gegeben 


Gegeben sei die komplexe Zahl z = 1024 ■ [cos( 30CT J ) + i ■ sin (300?)]. 


Gesucht 


Gesucht ist die 10. Wurzel. 



Die restlichen Wurzeln könnte man nun bestimmen, indem man für k die restlichen 
Zahlen (1 bis 9) einsetzt. Das ist viel Arbeit. Daher gehen wir stattdessen nach der 
Methode vor, die wir im Kapitel "grafisches Radizieren" kennengelernt haben: 


■ Alle Wurzeln einer komplexen Zahl z haben stets den gleichen Betrag. 

In unserem Fall ist der Betrag der Wurzeln somit gleich 2. 

■ Um die Winkel der restlichen Wurzeln zu bestimmen, teilen wir den Voll kreis (360 j 
durch den Wurzelexponenten, und erhalten den Unterschied der Winkel zweier 
benachbarter Wurzeln: 

. ... . , ..... , . Vollkreis 360° 

Unterschied zwischen zwei Winkeln = -= -= 36 

Wurzelexponent 10 - 

Wir wissen also, dass die erste Wurzel einen Winkel von 30° hat, 
und alle folgenden Wurzeln einen Winkel haben, der um 36 ° vom 
Winkel der jeweils vorigen Wurzel abweicht. 
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10. Radizieren 


10.6 Beispiel 1 


Lösung 


Da nun die erste Wurzel w 0 (Hauptwert) bereits berechnet wurde, und zweitens 
der Betrag aller Wurzeln berechnet wurde (alle Wurzeln haben den Betrag 2) 
und weil drittens die "Winkeldifferenz zwischen den restlichen Wurzeln" 
ebenfalls berechnet wurde (die Winkel zweier benachbarter Wurzeln 
unterscheiden sich um 36 °) können wir alle 10. Wurzeln der komplexen Zahl 
z = 1024 • [cos(300°) +1 ■ sin(300°)]auch ohne umfangreiche Rechnung angeben: 


w 0 =2- [cos (30°) + i ■ sin (30°)] 

w 5 = 2- [cos (210°) + i ■ sin (21 0°)] 

w 1 = 2- [cos(66°) + / • sin(66 °)] 

w 6 = 2 ■ [cos(246°) + i ■ sin(246°)\ 

w 2 = 2 [cosd02°) + i ■ sind02°)] 

w 7 = 2 • [cos {282°) + i ■ sin (282°)] 

w 3 = 2 [cosd38°) + i ■ sind38°)] 

w 8 = 2-[cos(318°) + i -sin(318°)] 

w 4 = 2 [cosd74°) + i ■ sind74°)] 

w g = 2-[cos (354°) + i -sin (354°)] 


Graphische Darstellung der Lösung 



Wie man sieht haben alle Wurzeln den Betrag 2. Der Winkel der ersten Wurzel ist 30°, 
und die Winkel benachbarter Wurzeln unterscheiden sich stets um 36°. 
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10. Radizieren 


10.6 Beispiel 1 


Probe 


Exemplarisch zeigen wir, dass die Lösung W9=2-[cos(354°)+i-sin(354°)] eine lO.Wurzel 
aus z=1024-[cos(300°)+i-sin(300°)] ist. 

Dazu potenzieren wir die Lösung (die Wurzel wg) mit dem Wurzelexponenten 10 
und wenn wir richtig gerechnet haben, dann erhalten wir wieder z, denn Potenzieren 
und Radizieren sind gegenteilige Rechenoperationen. 

Um nun die Lösung wg mit 10 zu potenzieren, muß man folgendes machen: 

1 .Wir potenzieren den Betrag der Wurzel |wg|=2 mit dem Wurzelexponenten 10 und 
erhalten den 1024. Dies ist tatsächlich der Betrag von z. Der Betrag von wg ist also 
richtig berechnet worden. 

2.Wir multiplizieren den Winkel 354° mit dem Wurzelexponenten 10 und erhalten den 
Winkel 3540 °=9-360 °+300°, dessen Zeiger dem Zeiger von z entspricht (d.h.300°). 

Der Winkel der Wurzel wg ist also ebenfalls richtig berechnet. 

Die Probe hat also ergeben, dass wg=2-[cos(354°)+i-sin(354°)] tatsächlich eine 
lO.Wurzel der komplexen Zahl z=1024-[cos(300°)+i-sin(300°)] ist. 
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10.7 Beispiel 2 


10.7 Beispiel 2 

Probe 


Gegeben sei die komplexe Zahl z= 3+4i 


Gesucht 


Gesucht seien die beiden Quadratwurzeln w 1 und w 2 . 


Lösungsweg 


Da in diesem Beispiel die komplexe Zahl z in Normalform vorliegt, muß sie zunächst 
in die Polarform umgewandelt werden, um die Lösungsformel anwenden können. 


Umwandlung der Normalform in die Polarform 


■ Die umzuwandelnde komplexe Zahl ist die gegebene komplexe Zahl z = 3 + 4i 

■ Betrag von z berechnen: 

Zuerst berechnen wir den Betrag von z: 

Die Umrechnungsformel dazu lautet: 

\z\ = \j [Re(z)f + [lm(z)f 

Wir setzen die gegebenen Werte ein: 



■ Winkel von z berechnen: 

Jetzt berechnen wir den Winkel der Polarform. 

Da die komplexe Zahl z im 1 .Quadranten liegt, 
müssen wir folgende Umrechnungsformel anwenden: 
lm(z) 

(p = arctan —— 

Re(z) 

Wir setzen die entsprechenden Werte ein: 

cp = arctan — 

3 

Den Arkustangens bestimmen wir mit dem Rechner: 

cp = 53,13° 


185 











10. Radizieren 


10.7 Beispiel 2 


Gegebene Werte in die Lösungsformel einsetzen 



Wir setzen die gegebenen Werte (außer k) in die Lösungsformel ein: 



Berechnung der ersten Quadratwurzel wo 


Wir setzen in der letzten Formel k=0 ein: 



Nun berechnen wir noch zusätzlich die Normalform. Dazu 
berechnen den Kosinus und den Sinus mit dem Rechner, 
und multiplizieren die Klammer dann aus: 



Berechnung der zweiten Quadratwurzel wi 


Wir setzen k=1 ein: 



Wir vereinfachen: 



Nun berechnen wir noch zusätzlich die Normalform. Dazu 
berechnen den Kosinus und den Sinus mit dem Rechner, 
und multiplizieren die Klammer dann aus: 

yfz = —2 — i 


Rechnerische Lösung 


Die komplexe Zahl z=3+4i hat die beiden Quadratwurzeln: 
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10.7 Beispiel 2 


Grafische Lösung 
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10.8 Quadratwurzeln in Normalform berechnen 


110.8 Quadratwurzeln in Normalform berechnen 

[Worum geht es? 


Ist die Wurzel aus einer komplexen Zahl gesucht und ist der Radikand 
in Normalform gegeben, so muss man den Radikanden zunächst in 
die Polarform umwandeln, dann die Wurzel berechnen und (falls gewünscht) 
das Ergebnis wieder in die Normalform zurückverwandeln. 

Für den Spezialfall einer Quadrat wurzel kann man aber auf einfache Weise 
eine Formel herleiten, mit der man die Wurzel aus einer "komplexen Zahl in 
Normalform" berechnen kann, ohne den Umweg über die Polarform zu gehen. 


Formeln zur Berechnung einer komplexen Quadratwurzel 


Gesucht ist die Quadratwurzel z = x + i-y aus der komplexen Zahl a + i-b: 

Ja+i-b = x + i-y Gegeben 

Der Realteil x der gesuchten Zahl z ergibt sich aus der Formel: 

x = ±J a+ ^ a2 + b - 1. Formel für den Realteil 

V 2 

Weil \z\ = \ta 2 + b 2 wird schreibt man diese Formel oft auch kürzer: 

x = ±. 3 ' z 2. Formel für den Real teil 

v 2 

Der Imaginärteil y der gesuchten Zahl z ergibt sich aus der Formel: 

y = Jx wenn b 7 0 1 - Formel für den Imaginärteil 

Will man eine Formel für den Imaginärteil y, die ohne x auskommt, 
so kann man die folgende Formel benutzen: 

y = ±]j ~ a+ ^f + — |^| wennb to 2. Formel für den Imaginärteil 

Auch diese Formel kann man kürzer schreiben, da \z\ = \Ja 2 + b 2 : 

y = ^ 3 2 Z |^| wenn bf o 3. Formel für den Imaginärteil 


188 













10. Radizieren 


10.8 Quadratwurzeln in Normalform berechnen 


Beweis der Formeln 


Gesucht ist die Quadratwurzel z = x + i y aus der komplexen Zahl a + i-b : 

Va + i-b = x + i-y ( 1 ) 

Wir quadrieren die Gleichung: 

( 2 ) 

Die rechte Seite multiplizieren wir aus, wobei wir die Definition der imaginären 
Einheit i 2 =-1 anwenden. Das Ausmultiplizieren kann man auch im Kopf 
durchführen, wenn man dazu die 1 .Binomische Formel anwendet: 



Jetzt erinnern wir uns an einem Satz, den wir am Anfang des Buches gelernt haben: 
"Zwei komplexe Zahlen sind genau dann gleich, wenn sie sowohl im Realteil als 
auch im Imaginärteil übereinstimmen." Da auf der linken und rechten Seite komplexe 
Zahlen stehen und zwischen ihnen ein Gleichheitszeichen, müssen die Realteile bzw. 
Imaginärteil übereinstimmen, und daher dürfen wir sie gleichsetzen: 

( 4 ) 

( 5 ) 

Zwischenbemerkung: Das Gleichungssystem ist reell, d.h. wir können auf den 
folgenden Seiten die üblichen Rechengesetze anwenden! Als erstes stellen wir 
die 2. Gleichung nach y um: 

( 6 ) 

( 7 ) 

Jetzt können wir die 2. Gleichung in die 1. Gleichung einsetzen, und 
dadurch y eliminieren: 

( 8 ) 

Potenzregel anwenden: Ein Bruch wird potenziert, indem man Zähler 
und Nenner einzeln potenziert: 

(9) 

Um das gesuchte x aus dem Nenner zu bekommen, multiplizieren wir 
die Gleichung mit x 2 : 
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10.8 Quadratwurzeln in Normalform berechnen 



Alle Terme auf die rechte Seite bringen, dann Seiten vertauschen: 

x<-ax*_^ = 0 | 111 ) 

_ 4 

Wir machen aus der Gleichung 4. Grades eine Gleichung 2. Grades 
(quadratische Gleichung) indem wir substituieren: x 2 = t: 

f*-af-*=o| 112 ) 

I 4 

Wir lösen diese Gleichung mit der pq-Formel. Sie lautete: 



In die pq-Formel setzen wir die gegebenen Werte (aus Formel 12) ein: 



Vereinfachen: Benutze Vorzeichenregeln und Regel für das Potenzieren von Brüchen 



Vereinfachen: Auf einen Bruch bringen 



Vereinfachen: Benutze Formel für das "Radizieren von Brüchen" 



Vereinfachen: Brüche zusammenfassen 



Vereinfachen: Rücksubstitution 



Auf beiden Seiten die Wurzel ziehen: 



Auf der nächsten Seite werden wir uns um die Vorzeichen kümmern. 
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10.8 Quadratwurzeln in Normalform berechnen 


Auf der letzten Seite hatten wir diese Formel erhalten: 

( 21 ) 

In dieser Formel kommen zwei ± Zeichen vor. Wir betrachten 
zunächst das innere ± Zeichen. Wir stellen uns vor, dass b 
und somit b 2 gleich Null wären. Es ergäbe sich dann eine 
definierte Wurzel, da der Radikand nicht negativ werden kann: 


In der Regel hat b aber einen Wert ungleich Null, und somit ist b 2 
fast immer positiv. Dadurch wird die innere Wurzel größer als a. 
Ihren Wert bezeichnen wir mit c: 

( 23 ) 

Wenn aber c>a, dann dürfen wir das MINUS im Radikanden 
nicht benutzen, denn sonst könnte der Radikand negativ 
werden (d.h. Undefiniert). Wir ersetzen daher das ± Zeichen 
im Radikanden durch ein PLUS: 


( 24 ) 

Wir haben jetzt noch das ± Zeichen vor der Wurzel, aber dieses 
ist korrekt, da eine komplexe Quadratwurzel immer zwei Lösungen hat, 
und deren Realteile x sich nur im Vorzeichen unterscheiden. 

Gleichung (24) ist die gesuchte Formel für den Realteil x einer Wurzel 
in Normalform. Auf den nächsten Seiten müssen wir nun noch eine Formel 
für den Imaginärteil der gesuchten Wurzel herleiten. 



X = ±. 1 

a±c mit c>a 

V 

2 
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10.8 Quadratwurzeln in Normalform berechnen 


Auf der letzten Seite hatten wir die Formel für den Realteil x hergeleitet: 


Setzen wir diese Formel in Gleichung (7) ein. Gleichung 7 lautete: y = 

^ s\ 

( 26 ) 


Im Zähler ersetzen wir b durch 4t? ■ Dadurch geht zwar das Vorzeichen von b 
(im Zähler) verloren, und somit das Vorzeichen des Bruches, aber wir werden 
das Vorzeichen des Bruches später auf andere Weise bestimmen. Und da das 
Vorzeichen des Bruches jetzt unbekannt ist, lassen wir es auch im Nenner weg. 


( 27 ) 


Im Nenner ersetzen wir 2=44: 


( 28 ) 


Im Nenner wenden wir ein reelles Wurzelgesetz an: Jr ■ Js=Jrs 



II 

J 

2 i 

1 a + y]a 2 + b 2 

2 





v 

v - v 

<7 

J 

1 

4(a + \fa 2 + b 2 ) 

2 


Im Nenner kürzen: 


( 29 ) 
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10.8 Quadratwurzeln in Normalform berechnen 



Erweitern damit im Nenner das 3. Binom entsteht: 



Nenner: 3. Binom benutzen oder "von Hand" ausmultiplizieren 



Nenner: Klammer auflösen 



Nenner: Vereinfachen 



Bruch mit -1 erweitern: 



Klammer auflösen: 



Im Prinzip ist das die gewünschte Formel für den Imaginärteil y 
der gesuchten Wurzel, aber da zuvor das Vorzeichen des Bruches 
verloren ging [siehe Gleichung (27)], müssen wir uns auf der 
nächsten Seite Gedanken um das Vorzeichen machen. 
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10.8 Quadratwurzeln in Normalform berechnen 


Auf der letzten Seite hatten wir eine vorläufige Lösung erhalten, 
wobei das Vorzeichen der Wurzel noch unbestimmt ist, denn ab 
Gleichung (27) ging die Vorzeicheninformation verloren: 

(39) 

Das Vorzeichen leiten wir nun aus Gleichung (7) her. Sie lautete: 

(40) entspricht ( 7 ) 

An Gleichung (40) bzw. (7) erkennt man nun: 

(41) 

Wir benötigen daher einen Korrekturfaktor, der das Vorzeichen 
der Wurzel in Gleichung (39) umdreht, wenn b negativ ist. 

Ein Korrekturfaktor, der dies leistet, lautet: 

(42) 

Wir ergänzen die vorläufige Lösung (39) um den Korrekturfaktor (42) 
und erhalten die endgültige Lösung für den Imaginärteil y: 

(43) 




Wenn b (Imaginärteil des Radikanden) positiv ist, dann haben 
x und y das gleiche Vorzeichen, aber wenn b negativ ist, 
dann haben x und y unterschiedliche Vorzeichen. 
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10. Radizieren 


10.8 Quadratwurzeln in Normalform berechnen 


Übung 1 von 4 


Gesucht: 

z 12 = 4 - 7 - 24 i = x + iy = ? 

Berechnung des Realteils x 


Lösungformel für den Realteil x der gesuchten Wurzel: 



Lösungformel für den Imaginärteil y der gesuchten Wurzel: 



Die beiden Lösungen lauten also: 
z 12 = 4-7 - 24 i =±3 + 4-i 


Oder einzeln geschrieben: 
z 1 = 4 - 7 - 24i - 3-4i 
z 2 = 4 - 7 - 24i = -3 + 4i 
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10.8 Quadratwurzeln in Normalform berechnen 


Übung 2 von 4 


Gesucht: 

z 12 = yj-11 + 60 i = x + iy = ? 

Berechnung des Realteils x 


Lösungformel für den Realteil x der gesuchten Wurzel: 



Lösungformel für den Imaginärteil y der gesuchten Wurzel: 
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10.8 Quadratwurzeln in Normalform berechnen 


Übung 3 von 4 


Gesucht: 

z 12 = 410-24i = x + iy = ? 

Berechnung des Realteils x : 

Lösungformel für den Realteil x der gesuchten Wurzel: 

x — 

Werte einsetzen: 

10 + 4100 + 576 \l 0 + 4676 

2 V 2 

Berechnung des Imaginärteil y: 

b -24 _ -12 __ 12 _ 12\ 18 _124042 _36sf2 

Y 2x 2(^18)''s18 ' \18 ' 18 J8~~ + 18 

Alternative Berechnung des Imaginärteil y : 


Lösungformel für den Imaginärteil y der gesuchten Wurzel: 




Die beiden Lösungen lauten also: 
z h 2 = 410 - 24i - ±342 + 242 ■ i = 42 (±3 + 2i) 
Oder einzeln geschrieben: 
z 1 = 410-24i = 4i~8 - 48 ■ i = 4~2(3-2i) 
z 2 - \10 24i - \18 ■ \8 ■ i - 42( 3 -2i) 
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10.8 Quadratwurzeln in Normalform berechnen 


Übung 4 von 4 


Gesucht: 

^ = ff^= x+iy = ? 

Berechnung des Realteils x 


Lösungformel für den Realteil x der gesuchten Wurzel: 



Lösungformel für den Imaginärteil y der gesuchten Wurzel: 



Oder einzeln geschrieben: 
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10. Radizieren 


10.9 Einheitswurzeln 


10.9 Einheitswurzeln 

Einführung am Beispiel: Die 3.Einheitswurzeln 


Einheitswurzeln spielen in einigen Spezialgebieten der Mathematik eine Rolle. Unter der 
n-ten Einheitswurzel (hier: w) versteht man die n-te (komplexe) Wurzel aus der Zahl 1: 



Um die drei gesuchten Einheitswurzeln zu finden, setzen wir für k nacheinander 
die Zahlen von 0 bis 2 ein. 


Erste der 3.Einheitswurzeln finden :k=0 setzen 


\w 0 = 1- 


cos 


0° + 360°-0 


+1 -sin 


0° + 360°-0 


w 0 = 1 ■ [cos(0°) + /• siniCh)] =1 [1 + / Ö] = 1 


Zweite der 3.Einheitswurzeln finden :k=1 setzen 


w 1 = 1 ■ 


cos 


0° + 360° ■ 1 


+1 -sin 


0° + 360° ■ 1 


w 1 = 1 ■ [cos(120°) + i ■ sin(120°)] 


Dritte der 3.Einheitswurzeln finden :k=2 setzen 


I w 2 = 1 ■ 


cos 


0° + 360° ■ 2 


+1 -sin 


OP + 360 ° • 2 


w 2 = 1 ■ [cos(240 p ) + / • sin(240P )] 
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10. Radizieren 


10.9 Einheitswurzeln 


Grafische Darstellung der Lösung: 



Probe: 

Wir wissen: Potenzieren und Radizieren sind umgekehrte Rechenoperationen. 

Wir müssen also nur die berechneten 3.Wurzeln wieder mit 3 potenzieren, und 
dann müssten wir jeweils wieder 1 erhalten. 

Für die Winkel bedeutet dies: 

Wir wissen: Wenn man eine komplexe Zahl (hier: die Wurzel) mit n potenziert, dann 
muß man den Winkel mit n multiplizieren. Wir müssen also die drei Winkel 
(0°, 120° und 240°) jeweils mit 3 multiplizieren, und dann müßten wir jeweils 
den Winkel von z=1 erhalten (0°), oder einen Winkel mit gleichem Zeiger. 

0°-3 = 0 ° 

120°- 3 = 360°= 1-360°+0° (d.h. gleicher Zeiger wie 0°) 

240°- 3 = 720°= 2-360°+0° (d.h. gleicher Zeiger wie 0°) 

Für die Betrag bedeutet dies: 

Wenn ich den berechneten Betrag der Wurzeln (hier: 1) wieder mit 
dem Wurzelexponenten (hier: 3) potenziere, müßte ich wieder den 
Betrag von z (hier:1) erhalten: 

1 3 = 1 

Die Probe hat gezeigt, dass unser Ergebnis richtig berechnet wurde. 
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10. Radizieren 


10.10 Primitve Einheitswurzeln und ihre Potenzen 


10.10 Primitve Einheitswurzeln und ihre Potenzen 

Einführung _ 


Berechnet man die n-ten Einheitswurzeln, so ist unter ihnen mindestens eine 
sogenannte primitive Einheitswurzel, nämlich die erste Einheitswurzel nach 
der trivialen Einheitswurzel "1". Eine primitive Einheitswurzel hat die besondere 
Eigenschaft, dass alle anderen Einheitswurzeln als Potenzen dieser primitiven 
Einheitswurzel geschrieben werden können. 


Beispiel 


Um die Begriffe "primitive Einheitswurzel" und "Potenzen primitiver Einheitswurzeln" 
zu erklären, benutzen wir als Beispiel die 5. Einheits wurzeln. Sie lauten: 


0) n = 1 


<z>7 = e 


i-72° 


C0 2 

co 3 

co 4 


_ e i-144° 

= e'' 216 ° 

_ e i-288° 


Da die erste Einheitswurzel ( d.h. co 0 = 1 ) den Winkel Null und die folgende 
Einheitswurzel (d.h. co 7 ) den Winkel 72°hat, sind die Winkel der folgenden 
Einheitswurzeln Vielfache von 72 °: 


(O 0 = 1 

O) 0 = 1 

= e' 72 ° 

"cd 

II 

2 

co 2 = e iU4 ° 

«2 = e'' 272 ° 

(° 3 = e '' 216 ° 

°> 3 = e'' 372 ° 

co 4 = e'' 288 ° 

co 4 = e l472 ° 


Wir wenden das Potenzgesetz e bc =(e b Y an. Man kann 
auch sagen: Wir wenden das Gesetz von de Moivre an: 


co 0 

= 1 

co 0 

= 1 

£ 

ii 

—i 


J-72° 

J-72° 

J-72° 


(ö-i 

= e 

(Ö-\ 

= e 

<x)j — e 



i-144° 


J-2-72° 

( J ' 

f 

co 2 

= e 

co 2 

= e 

o ) 2 — \ e 

1 


J-216 0 


i-3-72° 

( J-72 °' 


co 3 

= e 

0) 3 

= e 

0) 

II 

2 1 

1 


J-2887 


J472° 

( J-72° 


oo 4 

= e 

co 4 

= e 

CO 4 — v 0 

i 
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10.10 Primitve Einheitswurzeln und ihre Potenzen 


Wir sehen: Die Einheitswurzeln co 2 ,co 3 und co 4 sind Potenzen von co t . 
Die Einheitswurzel co 0 kann man ebenfalls als Potenz von co 1 schreiben, 
nämlich als nullte Potenz, denn eine Zahl hoch Null ergibt immer 1: 


ü) 0 

= 1 

(D 0 

= 1 

(D 0 

= 1 

co 0 = <x>\ 


U-72° 


_/■ 72° 


J-72° 


C0 1 

= e 

(D 1 

= e 

co 1 

= e 


co 2 

II 

CC L. 

S 

co 2 

= e'' 2 ' 72 ° 

co 2 

= {e i72 °) 2 

co 2 = 0 )' 

co 3 

= e'' 216 ° 

co 3 

= e'- 3 ' 72 ° 

cd 3 

= (e i72, f 

co 3 = co] 


J-288° 


J-4-72° 


= (e' 72 ’) 4 


co 4 

= e 

co 4 

= e 

co 4 

co 4 = co] 


Die Einheitswurzel co 1 ist also eine primitive Einheitswurzel, weil man alle anderen 
Einheitswurzeln aus ihr erzeugen kann, indem man oo 1 potenziert. 

In der Algebra beschäftigt man sich mit der Anzahl der primitiven Einheitswurzeln. 
Zum Beispiel gibt es unter den 6. Einheitswurzeln zwei primitive Einheitswurzeln. 
Wir werden auf diese Frage aber nicht näher eingehen, da sie zum Gebiet der 
Algebra gehört. 

Übrigens: Die Einheitswurzel co 0 = 1 ist nie eine primitive Einheitswurzel, da die "1" 
beim Potenzieren unverändert bleibt. 
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10.11 Summensatz für Einheitswurzeln 


10.11 Summensatz für Einheitswurzeln 


ln diesem Unterkapitel lernen wir den wichtigen Summensatz kennen, für den es 
viele Schreibweisen gibt: 


Satz 


Die Summe aller n-ten Einheitswurzeln ist gleich Null (falls n>1): 


1 + CO-j + CO 2 + COß + + ... + CO n _-j — 0 


Üblicherweise werden die Einheitswurzeln aber als Potenz der ersten primitiven 
Einheitswurzel ( 001 ) geschrieben, sodass der Satz folgende Form annimmt: 

1 + CO-j + CO-j + CO-j + CO-j + ... + CO-j — 0 



Manchmal wird die erste primitive Einheitswurzel nur oo anstatt wi genannt, 
sodass der Satz folgende Gestalt annimmt: 



Links sieht man die fünf 5.Einheitswurzeln. Addiert man sie (rechtes Bild) so kommt man 
wieder an den Startpunkt, d.h. die Summe der Einheitswurzeln ist gleich Null: 
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10.11 Summensatz für Einheitswurzeln 


Beweis 


Auf der linken Seite steht die Summe S aller n-ten Einheitswurzeln. 

Wir wollen beweisen, dass diese Summe S (für beliebige n>1 ) gleich Null ist: 

1 + o )7 + (x >2 (Dq + co^ + ... + or n _j — S 

Die Einheitswurzel w 1 ist immer eine primitive Einheitswurzel. 

Wir drücken die anderen Einheitswurzeln durch sie aus: 

1 + Oj + Oj + o)j + cOj + ... + o)j — S 


Beide Seiten mit co 1 multiplizieren: 


COj • ^ 7 + CO-j + CDj + Ct)3 + COj + ... + CO-j ^ — COj 

■ s 

Linke Seite: Klammer ausmultiplizieren: 


CO-j + CO-j + COj + COj + ... + COj + COj — COj • S 



Die Einheitswurzel co" kann nun durch 1 ersetzt werden. Begründung: 

Der Winkel von co 1 ist 360 7n. Wenn ich nun 0 ^ mit n potenziere, dann wird 
der Winkel mit n multipliziert, und dadurch hat ( 0 " einen Winkel von 360 °. 

Da außerdem alle Einheitswurzeln den Betrag 1 haben, gilt tatsächlich cd" = 1: 


COj + COj + COj + COj + ... + COj + 7 — COj • 5 

Die linke Seite 

? entspricht der linken Seite der zweiten Gleichung, also S: 

S~w 1 ■ S 

Umstellen: 

S- w 1 ■ S = 0 


S ausklammern: 

S-(r-o,) = ö 

1 


Ein Produkt ist gleich Null, wenn der erste, der zweite oder beide Faktoren gleich Null sind. 
Da der zweite Faktor nicht Null werden kann, ist S gleich Null, was zu beweisen war. 

Hinweis: 

Alternativ hätte man den Beweis auch mit Hilfe geometrischer Reihen führen können, 
worauf wir hier aber verzichten. 
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10.12 Wurzelgesetze im Körper C 


[10.12 Wurzelgesetze im Körper C _ 

[Wurzelgesetze für komplexe Zahlen gelten nur eingeschränkt 


Die Wurzelgesetze (d.h. die Potenzgesetze für rationale Exponenten) sind in C nicht 
mehr gültig, zumindest nicht mehr in der üblichen Form. Dies wird meist am folgenden 
Beispiel demonstriert: 

-i=i 2 =j.i=Jli. > pi=yl(-i).(-i)=Jj=i 

0 © (D © © © 

Das falsche Ergebnis (nämlich -1 =1) kommt durch Umformung ® zustande. 

Man darf nämlich die Wurzelgesetze im Allgemeinen nicht anwenden, wenn der 
Radikand oder (wie im Beispiel) der Wurzelwert komplex ist. 

Der Grund dafür ist die bereits erwähnte Tatsache, dass eine Wurzel im Komplexen 
mehrere Werte hat. Nehmen wir als Beispiel den Wurzelausdruck: 

W+7 

Da dieser Ausdruck für drei verschiedene komplexe Wurzelwerte steht, hat der folgende 
Ausdruck neun verschiedene Werte: 



Abhilfen 


Man kann den Definitionsbereich so stark einschränken, dass die Hauptwerte die 
Wurzelgesetze erfüllen. 

Alternativ kann man auch folgendes machen: Man liest das Gleichheitszeichen als 
„es existiert“. Dadurch ist das Wurzelgesetz dann wieder gültig. 

Mehr dazu im nächsten Band, wenn wir generalisierte Potenzen einführen. 


205 






10. Radizieren 


10.13 Raum für eigene Ergänzungen 


10.13 Raum für eigene Ergänzungen 




























































































11. Gleichungen 


11.0 Lerninhalte 


11. Gleichungen 

11.0 Lerninhalte 


ln diesem Kapitel lernen wir, wie man komplexen Gleichungen löst, wobei wir lineare, 
quadratische und Sonderfälle von höheren Gleichungen betrachten. Der Inhalt des 
Kapitels im Einzelnen: 

11.1 Das Lösungsschema, dass sich in zwei Fälle unterteilt. 

11.2 Lineare Gleichungen 

11.3 Quadratische Gleichungen 

11.4 Höhere Gleichungen (nur Sonderfälle) 

11.5 Raum für eigene Ergänzungen 
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11. Gleichungen 


11.1 Lösungswege 


11.1 Lösungswege _ 

Unterteilung der komplexen Gleichungen in Fall 1 und Fall 2 


ln den Lerninhalten haben wir erfahren, welche komplexen Gleichungen wir in diesem 
Kapitel behandeln werden: Gleichungen 1. und 2. Grades sowie Sonderfälle höheren 
Grades. Wir müssen diese Gleichungen nun aber ganz anders unterteilen, denn das 
Lösungsverfahren richtet sich nicht nach dem Grad der Gleichung, sondern danach, ob 
die Variable und ihre Konjugation gemeinsam in einer Gleichung Vorkommen, oder nicht. 
Wir unterscheiden daher 2 Fälle: 

■ Im Fall 1 kommt in der Gleichung entweder nur die komplexe Variable z vor, 
oder aber nur die komplexe Konjugation von z . Dazu zwei Beispiele. Im ersten 
Beispiel kommt nur dieVariable z vor, in der zweiten Gleichung kommt nur die 
Konjugation vor: 

2z 2 + iz+1 = 0 
3(z) 2 + iz + 1=0 


■ Im Fall 2 kommen in der Gleichung sowohl die komplexe Variable z als auch die 
komplexe Konjugation von z vor. Beispiel: 

2zz + zi+1 = 0 

Die beiden Fälle erfordern unterschiedliche Lösungswege, die wir im Folgenden vorstellen. 


Lösungsweg für Fall 1: Es kommt nur z oder nur die Konjugation vor 


Im Fall 1 kommt in der Gleichung entweder nur die komplexe Variable z vor, oder aber 
nur die komplexe Konjugation z. Das Lösungschema besteht dann nur aus einem Schritt: 

Versuche Lösungen oder Teillösungen mit den üblichen Methoden zu finden, 
die wir von den reellen Gleichungen kennen. 

Die üblichen Methoden zum Lösen von Gleichungen sind hier nochmals aufgeführt: 

■ Bei einfachen Gleichungen reicht es, die Gleichung nach z umzustellen 

■ Bringe alle Terme auf die linke Seite und versuche die Variable (meist z genannt) 
oder ihre Konjugation z auszuklammern 

■ Bei quadratischen Gleichungen: Versuche die Lösungsformel für quadratische 
Gleichungen anzuwenden (abc-Formel oder pq-Formel) 

■ Kombination der Methoden 
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11. Gleichungen 


11.1 Lösungswege 


Lösungsweg für Fall 2: In der Gl. kommen Variable und Konjugation vor 


Fall 2 liegt vor, wenn in der Gleichung sowohl die komplexe Variable z als auch ihre Konjugation 
z Vorkommen. Der Lösungsweg besteht dann aus den folgenden 5 Schritten: 

1. Lösungen (oder Teillösungen) durch Ausklammern finden 

Zuerst prüft man, ob ein Sonderfall vorliegt, bei dem man eine (oder mehrere) Lösungen durch 
Ausklammern von z oderz finden kann: 

Wir bringen alle Terme auf die linke Seite und versuchen eine Lösung zu finden, 
indem wir die Variable z (bzw. ihre Konjugation z ) ausklammern 

Manchmal findet man in Schritt 1 sogar alle Lösungen, was zur Folge hat, 
dass die restlichen Schritte des Lösungsverfahrens entfallen. 

2. Ersetze z durch x+iy und die Konjugation z durch x-iy 

In der Regel wird jedoch kein Sonderfall vorliegen, und wir müssen die Variable z 
und ihre Konjugation z ausführlich schreiben, d.h. als Real- und Imaginärteil: 

■ z = x+iy 
u z = x-iy 

Falls dabei die folgenden Summen, Differenzen oder Produkte Vorkommen, kann man 
die Berechnung rationalisieren, indem man die folgenden Formeln anwendet: 

■ z+z = x+iy + x-iy = 2x 

u z-z = x+ iy-(x-iy) = 2iy 

■ z-z = (x+iy)-(x-iy) = x 2 + y 2 

Auch die drei binomischen Formeln aus der Schulmathematik werden oft benötigt: 

■ (a + bf = a 2 + 2ab + b 2 
* (a-bf = a 2 - 2ab + b 2 

■ (a + b) • (a - b) = a 2 - b 2 

Manchmal sind auch weitere Sätze aus Kapitel „Sätze“ hilfreich, insbesondere die Sätze: 

!■ I = Z | m Z Z = \z \ 2 

3. Alle Terme nach links 

Bringe dann alle Terme auf die linke Seite der Gleichung (falls noch nicht geschehen). 

4. Nach Real- und Imaginärteil orden 

Ordne die linke Seite der Gleichung nach Real- und Imaginärteil. 

Dazu muss „i“ aus allen Termen ausgeklammert werden, die „i“ enthalten. 

5. Gleichungssystem aufstellen 

Wende jetzt den Satz folgenden Satz an: 

Eine kompexe Zahl ist genau dann gleich null, wenn sowohl der Realteil 
als auch der Imaginärteil gleich null sind. 

Dieser Satz führt auf ein Gleichungssystem, indem ich Real- und Imaginärteil 
jeweils gleich Null setze. Löse das Gleichungssystem. Fertig! 
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11. Gleichungen 11.2 Lineare Gleichungen 



Vereinbarung: In den Beispielen sollz die ausführliche Darstellung z= x+iy haben 


Beispiel 1 


ln diesem Beispiel kommt sowohl die Variable z als auch ihre Konjugation z vor. 
Daher müssen wir den Lösungsweg für Fall 2 benutzen: 


Gegeben: 

z+z = 0 

Die Variable z und ihre Konjugation ausführlich 
schreiben: 

x + iy + x-iy = 0 

Zwei Terme heben sich auf: 

x + X/tf = 0 

Es bieibt übrig: 

2x=0 

Gleichung durch 2 dividieren: 

x = 0 

Die Lösung besteht aus allen komplexen Zahlen z, 
deren Realteil x gleich null ist. Da die Gleichung 
zum Imaginärteil y der Lösung keine Aussage liefert, 
ist der Imaqinärteil v beliebiq. 

L{z 1 z = ai mit: a& M) 

Die Lösung besteht also aus allen imaginären 

Zahlen ai, wobei a eine beliebige reelle Zahl ist 
und i die imaginäre Einheit. 



Beispiel 2 


ln diesem Beispiel kommt sowohl die Variable z als auch ihre Konjugation z vor. 
Daher müssen wir den Lösungsweg für Fall 2 benutzen: 


Gegeben: 

z+z = / 

Die Variable z und ihre Konjugation zausführlich 
schreiben: 

x+ iy + x-iy = i 

Zwei Terme heben sich auf: 

X + Xytf = / 

Es bleibt übrig: 

2x=i 

Gleichung durch 2 dividieren: 

1 

x = — 

2 

Der Realteil x einer komplexen Zahl z ist laut 

Definition immer eine reelle Zahl. Da wir als 

Ergebnis aber eine imaginäre Zahl erhalten 
haben, hat die Gleichung keine Lösung. 

L = 0 
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11. Gleichungen 


11.2 Lineare Gleichungen 


Beispiel 3 


Wir müssen Lösungsweg 2 wählen, weil neben z auch die Konjugation z vorkommt. 


Gegeben: 

zz + z=0 

Obwohl Fall 2 vorliegt, müssen z und die Konjugation 
z nicht ausführlich geschrieben werden, da der 
Sonderfall „Lösbar durch Ausklammern“ vorliegt: 

z-(z + 7) = 0 

Wir wenden den Satz an: Ein Produkt ist genau dann 
gleich Null, wenn der erste oder der zweite Faktor 
gleich null ist. Wir müssen also den ersten und den 
zweiten Faktor gleich null setzen. Wir setzen 
zunächst den ersten Faktor (z) gleich null, und 
erhalten die erste Lösung: 

z-(z+1) = 0 => z ? = 0 

Jetzt setzen wir den zweiten Faktor gleich null: 

z + 1 = 0 

Gleichung umstellen: 

z = -1 

Um die Konjugation zu beseitigen (wir suchen ja z) 
konjugieren wir beide Seiten der Gleichung: 

1 = ^7 

Jetzt wenden wir auf der linken Seite der Gleichung 
den im Lösungsweg 2 erwähnten Satz an, dass sich 
eine doppelte Konjugation aufhebt: 

z = — 7 

Auf der rechten Seite braucht die Konjugation nicht 
beachtet zu werden, da eine Konjugation ja nur das 
Vorzeichen des Imaginärteils ändert, aber hier kein 
Imaginärteil vorhanden ist. Dadurch erhalten wir die 
zweite Lösung: 

N 

II 

1 

u 

II 

1 

Die Lösungsmenge lautet also: 

L = {-1,0\ 
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11. Gleichungen 


11.2 Lineare Gleichungen 


Beispiel 4 


ln diesem Beispiel kommt nur z vor, aber nicht die Konjugation z. Daher dürfen wir 
Lösungsweg 1 benutzen, d.h. die Gleichung genauso lösen, wie eine reelle Gleichung: 


Gegeben: 

6 + z = 7i 1 mit: z*1 

1 — z 

Multipliziere die Gleichung mit dem Nenner, 
damit die Gleichung bruchfrei wird: 

6 + z = (7i-1)-(1-z ) 

Rechte Seite: Klammern ausmultiplizieren 

6+ z = 7i-7iz-1 + z 

Subtrahiere z auf beiden Seiten: 

6 = 7i-7iz-1 

Bringe den Term mit „z“ auf die linke Seite, 
die übrigen Terme auf die rechte Seite: 

7iz =7i-7 

Dividiere die Gleichung durch 7i, damit die 
gesuchte Größe z allein auf der linken Seite steht: 

7i 7 

Z ~Y\ 7/ 

Kürze beide Brüche: 

z-1-l 

i 

Erweitere den Bruch mit i: 

1 ~ 
r 

Wende im Nenner die Definition der imaginären 
Einheit an: i 2 =-1 

z=1-ti 

-1 

Vereinfache den Zähler: 

z=1~ — 

-1 

Vereinfache den Bruch: 

z=1-{-i) 

Anwenden der Vorzeichenregeln ergibt die Lösung: 

z=1 + i 
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11. Gleichungen 


11.2 Lineare Gleichungen 


Beispiel 5 


ln der Gleichung kommen sowohl z als auch die Konjugation z vor, also müssen wir 
Lösungsweg 2 benutzen:_ 


Gegeben: 

z+ z + 8 = 0 

Zur ausführlichen Darstellung wechseln: 
z= x+ iy 
z = x- iy 

x+iy + x-iy + 8 = 0 

Vereinfachen: 

2x + 8 = 0 

Gleichung nach x umstellen: 

x = -4 

Die Lösung besteht aus allen komplexen 
Zahlen z, deren Realteil gleich - 4 ist: 

z = -4 + ai aef 


Beispiel 6 


ln diesem Beispiel kommt nur z vor, aber nicht die Konjugation z. Daher dürfen wir 
Lösungsweg 1 benutzen, d.h. die Gleichung genauso lösen, wie eine reelle Gleichung: 


Gegeben: 

2z+zi-i-2 = 0 

Alle Terme, die kein „z“ enthalten, auf die rechte Seite 
bringen: 

2z+zi = i + 2 

Linke Seite: z ausklammern: 

z(2+i) = i+ 2 

Gleichung durch die Klammer dividieren: 

i + 2 

z =- 

i + 2 

Lösung: 

Z—1 
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11. Gleichungen 


11.2 Lineare Gleichungen 


Beispiel 7 


ln diesem Beispiel kommt nur z vor, aber nicht die Konjugation z. Daher dürfen wir 
Lösungsweg 1 benutzen, d.h. die Gleichung genauso lösen, wie eine reelle Gleichung: 


Gegeben: 

9-z . 

- = 1-i mit: z*-1 

1 + z 

Gleichung mit dem Nenner multiplizieren: 

co 

1 

N 

II 

—i 

1 

—i 

+ 

N, 

Rechte Seite: Klammern ausmultiplizieren 

9-z=1 + z-i-iz 

Auf beiden Seiten der Gleichung: 

9 subtrahieren, z subtrahieren, iz addieren 

-2z+ iz = -8-i 

Linke Seite: z ausklammern 

zO-2) = -8-i 

Gleichung nach z umstellen. Dazu 
beide Seiten durch (i-2) dividieren: 

-8-i 

z =- 

i-2 

Nenner reell machen: Dazu mit dem komplex 
Konjugierten des Nenners erweitern 

(-8 -/)(/ + 2) 

Z 0-2)0+ 2) 

Zähler ausmultiplizieren: 

-8i -16- i 2 - 2i 

0-2)0+ 2) 

Zähler: Terme zusammenfassen 

-16-i 2 -lOi 

Z ~ 0-2)0 + 2) 

Zähler: Definition der imaginären 

Einheit anwenden: i 2 =-1 

N 

II 

^ + 

Z -\ - - - 

+ i 

JV> Q 

Zähler: Terme zusammen fassen 

-15-IOi 

Z ~ 0-2)0+ 2) 

Klammern im Nenner ausmultiplizieren. Benutze 
dazu die 3.Binomische Formel, das spart Zeit! 

-15-10i 

z ~ 

Nenner: Definition der imaginären 

Einheit anwenden: i 2 = -1 

-15-IOi 

z =- 

-5 

Brüche zerlegen: 

N 

II 

1 

1 1 "~ i 
oi| $ 

Brüche kürzen: 

z= 3-0-2i) 

Lösung: 

z = 3 + 2i 
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11. Gleichungen 


11.2 Lineare Gleichungen 


Beispiel 8 

ln diesem Beispiel kommt nur z vor, aber nicht die Konjugation z. Daher dürfen wir 

Lösungsweg 1 benutzen, d.h. die Gleichung genauso lösen, wie eine reelle Gleichung: 

Gegeben: 

-= / (mit:z*-i) 

i + z 

Gleichung mit dem Nenner multiplizieren: 

i = i(i + z) 

Rechte Seite: Klammer ausmuitiplizieren 

■2 

1 = 1 +IZ 

Definition der imaginären Einheit anwenden: i 2 =-1 

i = -1 + iz 

Die Seiten der Gleichung wechseln: 

-1 + iz = i 

Auf beiden Seiten „1“ addieren: 

iz= i + 1 

Beide Seiten der Gleichung durch i dividieren: 

i + 1 

z =- 

/ 

Bruchrechnung: Bruch aufteilen 

N 

II 

+ 

— 1 

Ersten Bruch kürzen: 

N 

II 

-»^ 

+ 

-1 

Bruch mit „i“ erweitern: 

, 1-i 

1 + 1 F 

Im Nenner des Bruches die Definition der imaginären 
Einheit anwenden: i 2 =-1 

z=1 + — 

- 1 

Bruch vereinfachen: 

z=1 + (-i) 

Lösung: 

z = 1-i 
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11. Gleichungen 


11.2 Lineare Gleichungen 



In diesem Beispiel kommt nur z vor, aber nicht die Konjugation z. Daher dürfen wir 
Lösungsweg 1 benutzen, d.h. die Gleichung genauso lösen, wie eine reelle Gleichung: 


Gegeben : 

2z 31 =i i (mit:z* 2i ) 

4i + 2z 

Gleichung mit dem Nenner multiplizieren: 

2z-3i = (1-i)(4i + 2z ) 

Rechte Seite: Klammern ausmultiplizieren 

2z-3i = 4i + 2z-4i 2 -2iz 

Auf beiden Seiten 2z subtrahieren: 

-3i = 4i - 4i 2 - 2iz 

Rechte Seite: Definition der imaginären 

Einheit anwenden: i 2 = -1 

-3i = 4i + 4- 2iz 

Addiere 2iz auf beiden Seiten der Gleichung: 

2iz-3i = 4i + 4 

Addiere 3i auf beiden Seiten der Gleichung: 

2iz = 7i + 4 

Dividiere beide Seiten der 

7i + 4 

Gleichung durch 2i: 

Z — - 

2i 

Bruchrechnung: Bruch aufteilen 

7 4 

z = — + — 

2 2i 

Zweiten Bruch mit i erweitern: 

7 4i 

Z ~ 2 + 2i 2 

Rechte Seite: Definition der imaginären 

7 4i 

Einheit anwenden: i 2 = -1 

^22 

Zweiten Bruch kürzen ergibt die Lösung: 

1 

K | C\] 

II 

N 


Beispiel 10 


ln diesem Beispiel kommt nur z vor, aber nicht die Konjugation z. Daher dürfen wir 
Lösungsweg 1 benutzen, d.h. die Gleichung genauso lösen, wie eine reelle Gleichung: 


Gegeben: 

z + z-i = 0 

Gesucht sei hier z! 

Klammere z aus: 

z(1 + i) = 0 

Nun müssen wir nur noch den folgenden 

Satz anwenden, um die Lösung zu erhalten: 

z = 0 

ausführlich: z = 0+0i 

Ein Produkt ist genau dann gleich null, 
wenn einer der Faktoren gleich null ist 
(oder beide Faktoren gleich null sind). 



Im Beispiel kann nur der erste Faktor 
zu Null werden: 



Beide Seiten konjugieren: 

2 = 0 

ausführlich: z = 0-0i 

Folgenden gelernten Satz anwenden: z = z 
Dadurch erhalten wir die Lösung: 

z= 0 
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11. Gleichungen 11.2 Lineare Gleichungen 



In diesem Beispiel kommt nur z vor, aber nicht die Konjugation z. Daher dürfen wir 
Lösungsweg 1 benutzen, d.h. die Gleichung genauso lösen, wie eine reelle Gleichung: 


Gegeben: 

Z 3 = 2i 3 z*1 

1 — z 

Gleichung mit dem Nenner multiplizieren: 

z-3 = {2i- 3 )-(1-z) 

Rechte Seite: Klammern ausmultiplizieren 

z-3 = 2i- 2iz-3 + 3z 

Auf beiden Seiten 3 addieren: 

z = 2i-2iz+3z 

Auf beiden Seiten 3z subtrahieren: 

-2z = 2/ - 2iz 

Addiere 2iz auf beiden Seiten der Gleichung: 

-2z+2iz = 2i 

Linke Seite: z ausklammern 

z(2i-2) = 2i 

Dividiere beide Seiten der 

2i 

Gleichung durch 2i - 2: 

2i -2 

Nenner reell machen: Dazu mit dem 
komplex Konjugierten des Nenners erweitern 

2i(2i + 2 ) 

Z ~ (2i-2)(2i +2) 

Klammern im Zähler und Nenner 
ausmultiplizieren. Im Nenner sollte 
man dazu die 3.Binomische Formel 
benutzen, anstatt das Ausmultiplizieren 
umständlich "von Hand" durchzuführen: 

4i 2 + 4i 
( 2i) 2 -2 2 

Nenner: Potenzgesetz verwenden 

4i 2 + 4i 

2 2 i z -2 2 

Im Zähler und Nenner jeweils die Definition 
der imaginären Einheit anwenden: i 2 = -1 

-4 + 4/ 

Z “-2 2 -2 2 

Nenner vereinfachen: 

-4 + 4i 

z —- 

-8 

Bruch getrennt schreiben: 

-4 4i 
z = — + — 

-8 -8 

Kürzen ergibt die Lösung: 

1 1 . 

z =-/ 

2 2 
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11. Gleichungen 


11.2 Lineare Gleichungen 


Beispiel 12 


ln diesem Beispiel kommt nur z vor, aber nicht die Konjugation z. Daher dürfen wir 


Lösungsweg 1 benutzen, d.h. die Gleichung genauso 

Ösen, wie eine reelle Gleichung: 

Gegeben: 

-—- = 2i- 3 mit: z * 1 

1 — z 

Gleichung mit dem Nenner multiplizieren: 

z-i = (2i -3)(1 -z) 

Rechte Seite: Klammer ausmultiplizieren 

z-i = 2i- 2iz -3 +3z 

Auf beiden Seiten 3z subtrahieren: 

-2z-i = 2i - 2iz-3 

Addiere i auf beiden Seiten der Gleichung: 

-2z = 3i-2iz-3 

Addiere 2iz auf beiden Seiten der Gleichung: 

-2z+2iz=3i-3 

Linke Seite: z ausklammern 

z(2i -2) = 3i -3 

Dividiere beide Seiten der 

_ 3i -3 

Gleichung durch 2i - 2: 

Z ~ 2i-2 

Normalerweise würde man jetzt den Nenner 

| • (2i - 2) 

reell machen, indem man den Bruch mit 
dem komplex Konjugierten des Nenners 
erweitert. 

Vergleicht man aber den Zähler mit dem 

Nenner, so sieht man, dass hier ein 

Sonderfall vorliegt: Der Zähler ist ein 

Vielfaches des Nenners. 

Daher klammern wir im Zähler 3/2 aus und 
kürzen dann. 

z — 2 

2i-2 

Lösung: 

3 

z = — 

2 


Lösung: 


























11. Gleichungen 


11.3 Quadratische Gleichungen 


11.3 Quadratische Gleichungen 


Eine quadratische Gleichung liegt vor, wenn z in der 2. Potenz vorkommt, oder wenn die 
Konjugation z in 2. Potenz vorkommt. Außerdem wollen wir Gleichungen, in denen ein Produkt 
aus z und der Konjugation z vorkommt, ebenfalls zu den quadratischen Gleichungen zählen. 


Beispiel 1 


Hier kann Lösungsweg 1 gewählt werden, da nur z aber nicht z in der Gleichung vorkommt: 


Gegeben: 

z 2 + zi = 0 

z ausklammern: 

ziz+i) = 0 

Nun müssen wir nur noch einen Satz aus der 
Schulmathematik anwenden, um die Lösungen 
zu erhalten. Er lautet: 

Ein Produkt ist genau dann gleich null, 
wenn einer der Faktoren gleich null ist 
(oder beide Faktoren gleich null sind). 

Zi = 0 

z 2 = -/' 


Beispiel 2 


Hier kann Lösungsweg 1 gewählt werden da nur z aber nicht z in der Gleichung vorkommt: 

Gegeben: 

z 2 + 2iz+8= 0 

Benutze die pq-Formel: 


p ~ Q 

\2J 

p und q ablesen: p=2i und q=8 

z 2 +2i z+8= 0 

P q 

Abgelesene Werte in die pq-Formel einsetzen: 

2i , , 

'■ 2 “ 2 i 

l(2i) 2 
— -8 

V2 

Vereinfachen: Beide Brüche kürzen 

z 1 2 = -i±yji 2 -8 

Definition der imaginären Einheit anwenden: i 2 =-1 


Vereinfachen: 

Z, 2 = -/ ± J-9 

Vereinfachen: Wurzel aus negativer Zahl ziehen 

z 12 = -/ ± 3i 

Die beiden Lösungen lauten: 

zi = 2i 

z 2 = -4i 






























11. Gleichungen 11.3 Quadratische Gleichungen 



Lösungsweg 2 wählen, da sowohl z als auch z in der Gleichung Vorkommen: 


Gegeben: 

zz + z-2/' = z 2 -/'z 

Bringe alle Terme auf die linke 
Seite: 

zz + z-2i-z 2 + iz = 0 

Wende die Formel an: 

— 22 
zz = x + y 

x 2 + y 2 + z-2i - z 2 + i -z = 0 

Laut Voraussetzung: z = x+iy 
Daraus folgt: z = x-iy 

x 2 + y 2 + (x+ iy ) • 2i-(x+ iy) 2 + / ■ (x- iy ) = 0 

Klammern ausmultiplizieren: 

x 2 + y 2 + 2ix+2i 2 y - x 2 - 2xiy- i 2 y 2 + ix- i 2 y = 0 

Definition der imaginären Einheit 
anwenden: i 2 =-1 

x 2 + y 2 + 2ix -2y -x 2 - 2xiy + y 2 + ix + y = 0 

x 2 hebt sich auf: 

y 2 + 2 ix -2y- 2xiy + y 2 + ix + y = 0 

Fasse beide y 2 Terme zusammen: 

2y 2 + 2 ix -2y- 2xiy + ix + y = 0 

Fasse beide ix Terme zusammen: 

2y 2 + 3 ix -2y- 2xiy + y = 0 

Fasse beide y Terme zusammen: 

2y 2 + 3ix-y- 2xiy = 0 

Klammere i aus: 

2y 2 -y+i(3x-2xy) = 0 

Markiere Real- und Imaginärteil: 

2y 2 -y+ i(3x-2xy) = 0 

Re alteil Imaginärteil 

Benutze den Satz: Eine komplexe 
Zahl ist genau dann gleich null, 
wenn sowohl Real- als auch 
Imaginärteil gleich null sind. Dies 
führt zu einem Gleichungssystem: 

2y 2 - y = 0 

3x - 2xy = 0 

Löse zunächst die obere 

Gleichung, weil sie nur eine 

Variable hat. Zum Lösen der 
Gleichung muß man y 
ausklammern: 

y\2y-1) = 0 

3x-2xy = 0 

Man erhält den Imaginärteil y: 

yi = 0 oder y 2 =| 

Setze y in die untere Gleichung 
des Gleichungssystems ein. Man 
erhält den jeweiligenRealteil x: 

y 1 = 0 => 3x= 0 <=> x=0 

y 2 = => 2x = 0 o x=0 

Die Lösungen lauten somit: 

z^O oder z 2 =^i 
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11. Gleichungen 11.3 Quadratische Gleichungen 



Lösungsweg 2 wählen, da sowohl z als auch z in der Gleichung Vorkommen: 


Gegeben: 

z 2 = z(z + /) 

Alle Terme auf die linke Seite bringen: 

z 2 - z(z + i) = 0 

Klammer ausmultiplizieren: 

o 

ii 

N 

1 

IN 

N 

1 

z ausklammern 

z(z-z-i) = 0 

Wir benutzen nun folgenden Satz: Ein 
Produkt ist gleich Null, wenn der erste 
oder der zweite Faktor gleich Null ist 
(oder wenn beide Faktoren Null sind). 

Wir setzen daher den ersten Faktor 
gleich Null und erhalten die erste Lösung: 

Lösung 1: z-, = 0 

Ebenso setzen wir den 2.Faktor gleich 

Null: 

o 

ii 

T 

IN 

1 

N 

Benutze den Satz: z-z = 2iy. 

Alternativ könnte man auch z als z=x+iy 
schreiben, und die Konjugation als x-iy, 
doch das ist umständlicher. 

O 

II 

T 

C\1 

Die imaginäre Einheit i ausklammern: 

i(2y-1) = 0 

Ein Produkt ist gleich null, wenn der erste 
oder der zweite Faktor gleich null ist 
(oder wenn beide Faktoren null sind). 

Wir setzen daher den zweiten Faktor 
gleich Null und erhalten den Imaginärteil y 
der zweiten Lösung: 

2y-1 = 0 => y 2 = | 

Da der Realteil x hier nicht auftaucht, 
ist der Realteil x beliebig. Wir erhalten 
die Lösung: 

Lösung 2: z 2 = a + ^/ mit: ael 

Die beiden Lösungen lauten somit: 

zi =0 

z P = a + -i mit: aef 

2 2 
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11. Gleichungen 


11.3 Quadratische Gleichungen 


Beispiel 5 


Da sowohl z als auch z in der Gleichung Vorkommen, müssen wir Lösungsweg 2 wählen. 
Interessant ist dabei, dass wir zwei Gleichungen erhalten, aber eine der Gleichungen eine 
stets unwahre Aussage darstellt, die zu keiner Lösung führt. _ 


Gegeben: 

z 2 +2i = ziz + i ) 

Bringe alle Terme auf die linke Seite: 

z 2 + 2i - z(z + i) = 0 

Klammer ausmultiplizieren: 

z 2 + 2i - zz - zi = 0 

Benutze die Formel: z-z = x 2 + y 2 

z 2 + 2i-(x 2 + y 2 ) -zi = 0 

Klammer auflösen: 

z 2 + 2i - x 2 - y 2 - zi = 0 

Schreibe z ausführlich als z=x+iy: 

(x+ iy) 2 + 2i-x 2 -y 2 ~(x+ iy)i = 0 

Klammern ausmultiplizieren (die 
erste Klammer mit dem 1.Binom): 

x 2 + 2xiy + {iyf + 2i - x 2 - y 2 - xi - i 2 y = 0 

Benutze das Potenzgesetz: (a-b) 2 =a 2 b 2 

x 2 + 2xiy + i 2 y 2 + 2i - x 2 - y 2 - xi - i 2 y = 0 

Definition der imaginären Einheit: i 2 =-1 

x 2 + 2xiy - y 2 + 2i - x 2 - y 2 - xi + y = 0 

x 2 hebt sich auf: 

2xiy - y 2 +2i - y 2 - xi + y = 0 

Fasse die y 2 Terme zusammen: 

2xiy - 2y 2 + 2i - xi + y - 0 

Klammere i aus: 

y - 2y 2 + i(2xy + 2-x) = 0 

Markiere Real- und Imginärteil: 

y-2y 2 + i(2xy + 2- x) = 0 

Re alteil Imaginärteil 

Verwende den Satz: Eine komplexe 

Zahl ist genau dann gleich null, wenn 

Real- und Imaginärteil gleich null sind. 
Dies führt zu einem Gleichungssystem: 

y - 2y 2 = 0 
2xy + 2- x=0 


Löse zuerst die Gleichung, die nur 
eine Unbekannte hat, also die obere 
Gleichung. Löse diese Gleichung 

y(1-2y) = 0 
2xy + 2-x = 0 

=> Yi = 0 oder y 2 ^- 


(wie üblich) durch Faktorisieren: 


Setze die ermittelten Imaginärteile yi 
und y 2 in die untere Gleichung des 
Gleichungssystems ein, um auch den 
jeweils zugehörigen Realteil x zu 
erhalten. Beim Einsetzen von y2=1/2 
entsteht eine Gleichung (2=0), die 
stets unwahr ist. Folglich erzeugt das 
Ergebnis y2=1/2 keine Lösung. 

Yi = 0 

1 

y 2 ~ — 

2 2 

2xO+2-x=0 

2-x = 0 

x=2 

2x- — + 2-x = 0 

2 

x + 2-x = 0 

2=0 

Die einzige Lösung lautet somit: 

z = 2 


IV) I -»■ 











































11. Gleichungen 


11.3 Quadratische Gleichungen 


Beispiel 6 


Da sowohl z als auch die Konjugation z in der Gleichung Vorkommen, müssen wir den 
Lösungsweg 2 wählen. Interessant ist hier, dass die Gleichung zwar kompliziert aussieht, 
aber sie gelöst werden kann, ohne dass man die ausführliche Schreibweise (z=x+iy) 
anwenden muss, sondern man kann die Gleichung durch Ausklammern lösen: _ 


Gegeben: 

(z+2/) 2 =(z-2/') 2 + z-z 

Multipliziere die beiden Klammern aus 
(1. und 2. Binomische Formel benutzen): 

z 2 + 4z\ + (2/) 2 = z 2 - 4zi + (2if + zz 

Subtrahiere auf beiden Seiten z 2 und (2i) 2 : 

4zi = -4zi + zz 

Bringe alle Terme auf die linke Seite: 

4zi + 4zi -zz = 0 

Klammere z aus: 

z(4i + 4i-z) = 0 

Benutze den Satz: Ein Produkt ist genau 
dann gleich null, wenn der erste oder der 
zweite Faktor gleich null ist (oder beide). 

Dies ergibt die erste Lösung: 

Lösung 1: 

z 7 = 0 

Um weitere Lösungen zu finden, muß man 
die Klammer gleich Null setzen: 

4i + 4i-z = 0 

Vertausche die Seiten der Gleichung: 

0 = 4i + 4i - z 

Bringe zauf die linke Seite: 

z = 4i + 4i 

Fasse zusammen: 

z = 8i 

Konjugiere beide Seiten: 

2 = -8i 

Linke Seite: Wende den Satz an: 

z = z 

Lösung 2: 

z = -8i 

Die zwei Lösungen lauten somit: 

z-,^0 (d.h. z 1 = O+Oi) 

z 2 = -8i 
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11. Gleichungen 


11.3 Quadratische Gleichungen 


Beispiel 7 


Da in der Gleichung nur die Konjugation z vorkommt (aber nicht z), dürfen wir Lösungsweg 1 
wählen. Zur Lösung benutzen wir dabei die pq-Formel:_ 


Gegeben: 

(zf -2z(l-i)-2i = 0 

Wir wollen die pq-Formel benutzen, und 
und daher müssen wir p und q ablesen: 

i 

T-» 

Kj c\j 

1 1 

II II 

Q_ Cr 

Die pq-Formel lautete: 



Die abgelesenen Werte in die pq-Formel 
eintragen: 


Den ersten Bruch vereinfachen: 



Den Radikanden vereinfachen: 

Bruch kürzen 

z i, 2 = 1-i±^(-(1-i jf - (-2/) 

Den Radikanden vereinfachen: 

Vorzeichen vereinfachen 

z 12 = 1 - i ±\](1 - i) 2 +2i 

Im Radikanden: Ausmultiplizieren 
(z.B. mit 2. Binomischer Formel): 

z 12 = 1-i± 4l 2 -2i + i 2 + 2i 

Radikanden vereinfachen: 

i 2 =-1 

z 12 = 1-i±\ll 2 -2i-1 + 2i 

Radikand vereinfachen: 

z 12 = i-i±4ö 

Vereinfachen: 

zi, 2 = 1-i 

Da wir z suchen, müssen wir jetzt noch 
beide Seiten konjugieren: 

%, 2 = 1 ~i 

Auf der linken Seite heben sich beide 
Konjugationen auf, denn I = a 

z i, 2 = 1 ~ i 

Auf der rechten Seite führen wir die 
Konjugation durch und erhalten die Lösung: 

z i, 2 = 1 + i 



































11. Gleichungen 11.3 Quadratische Gleichungen 



Lösungsweg 2 wählen, da sowohl z als auch z in der Gleichung Vorkommen. 
Besonderheit bei dieser Aufgabe: Sie hat unendlich viele Lösungen._ 


Gegeben: 

z-z+/'-z = (z) 2 

Alle Terme auf linke Seite bringen: 

z ■ z+ i -z-(z) 2 = 0 

Die Konjugation ausklammern: 

z(z+/'-z) = 0 

Wir wissen: Ein Produkt ist gleich null, wenn 
der erste Faktor oder der zweite Faktor null ist. 

Die Gleichung ist wahr, wenn z = 0 ist. 

Wenn z=0 ist, genau dann ist auch z=0. 

Also ist z=0 eine Lösung der Gleichung: 

Erste Lösung: 

z i = 0 

Um weitere Lösungen zu erhalten, müssen 
wir die Klammer gleich null setzen: 

z+i-z = 0 

Im Kapitel "Sätze" haben wir gelernt: 
z-z = 2iy 

Hinweis: Man könnte auch ohne diese 

Formel weiterrechnen, indem man 
z als z = x + iy und z als z = x - iy schreibt: 

2iy + i = 0 

Auf beiden Seiten i subtrahieren: 

2iy = -i 

Beide Seiten durch 2i dividieren und kürzen: 

_ -/ _ 1 
y ~~2i~ 2 

Weil y der Imaginärteil ist, besteht die 

Lösung aus allen komplexen Zahlen 
deren Imaginärteil -1 ist: 

Zweite Lösung : 

z? = a- — i mit: aeffl 

Wir schreiben die beiden Lösungen 
nochmals auf. Sie lauten: 

z i = o 

z P = a- — i mit: aef 

2 2 
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11. Gleichungen 


11.3 Quadratische Gleichungen 


Beispiel 9 


Da sowohl z als auch die Konjugation z in der Gleichung Vorkommen, müssen wir den 


Lösungsweg 2 wählen: 

Gegeben: 

iz-z) 2 = z-i -0,5 

Linke Seite: Klammer 
ausmultiplizieren, am 
besten mit Hilfe der 

2. Binomische Formel: 

(a - b) 2 = a 2 - 2ab + b 2 

z 2 - 2zz + Tz) 2 = z-i-0,5 

Wechsel zur ausführlichen 
Schreibweise z = x + iy 
bzw. z = x — iy. Spare 
Schreibarbeit, indem du 
auf den mittleren Term 
der linken Seite die 
folgende Formel 
anwendest: z z = x 2 + y 2 

(x+ iy) 2 -2(x 2 + y 2 ) + ( x-iy) 2 ={x-iy)-i-0,5 

Alle Klammern 
ausmultiplizieren. 

Beachte dabei 

i 2 = -1 

x 2 + 2xyi-y 2 -2x 2 -2y 2 + x 2 -2xyi-y 2 = xi + y-0,5 

Vereinfache: 

- y 2 ^Zx^ - 2y 2 + - ^2%^/ - y 2 = xi + y -0,5 

Linke Seite: 

Fasse zusammen 

-4y 2 = xi + y-0,5 

Alle Terme nach links: 

-4y 2 - xi-y + 0,5 = 0 

Gl. mit -1 multiplizieren: 

4y 2 + xi + y-0,5 = 0 

Ordne nach Real- 
und Imaginärteil: 

4y 2 + y-0,5 + x ■ i = 0 

Re Im 

Eine komplexe Zahl ist 
genau dann gleich null, 
wenn sowohl Realteil als 
auch Imaginärteil null sind: 

x=0 

4y 2 + y-0,5 = 0 

Die untere Gleichung mit 
Hilfe der "Lösungsformel 
für quadratische 
Gleichungen" lösen: 

x = 0 

t _ -b±4b 2 -4ac _ -1 ±yjl 2 -4-4-(-0,5) _-1±y[§ 

1 

y “ 2a “ 2-4 8 

Untere Gleichung 
vereinfachen: 

x=0 

1 w 1 

Vl =- und y 2 = ~- 


Die beiden Lösungen 
lauten somit: 

1 . 1 . 
z 1 = — 1 z 2 = — / 

1 4 2 2 






























11. Gleichungen 


11.3 Quadratische Gleichungen 


Beispiel 10 


Da sowohl z als auch die Konjugation z in der Gleichung Vorkommen, müssen wir den 
Lösungsweg 2 wählen: __ 


Gegeben: 

z+ z + 5(z-z) = z-z ■ i 

Wechsel zur ausführlichen Darstellung : 
z = x + iy bzw. z = x-iy 

Um Schreibarbeit zu sparen, benutze 
dabei die bereits gelernten Formeln: 

■ z+z = x + iy + x-iy = 2x 

u z-z = x + iy-(x-iy) = 2iy 

■ z-z = (x + iy)-(x-iy) = x 2 + y 2 

2x + 5-2iy = (x 2 + y 2 )i 

Vereinfachen: 

2x+10iy = x 2 i + y 2 i 

Alle Terme auf die linke Seite bringen: 

2x +10iy- x 2 i - y 2 i = 0 

i ausklammern: 

2x + (l0y- x 2 - y 2 \i = 0 

Real- und Imaginärteil markieren: 

2x +{lOy- x 2 - y 2 \i = 0 

Re Im 

Wende den Satz an: Eine komplexe 

Zahl ist genau dann gleich null, 
wenn sowohl der Realteil als auch 
Imaginärteil gleich Null ist. 

2x=0 

lOy -x 2 -y 2 = 0 


Obere Gleichung durch 2 dividieren: 

x=0 

10y-x 2 -y 2 = 0 


x = 0 in die untere Gleichung einsetzen: 

x = 0 

10y - y 2 = 0 


Untere Gleichung lösen: 

Zuerst y ausklammern 

x=0 

y(io-y) = o 


Untere Gleichung: Lösung ablesen 

x=0 

y = 0 odery = IC 

> 

Die Lösungen lauten somit: 

z 1 = 0 z 2 = lOi 
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11. Gleichungen 11.3 Quadratische Gleichungen 



Lösungsweg 2 wählen, da sowohl z als auch z in der Gleichung Vorkommen. 
Ansonsten eine Standardaufgabe ohne Besonderheiten: _ 
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11. Gleichungen 


11.3 Quadratische Gleichungen 


Beispiel 12 


Lösungsweg 2 wählen, da sowohl z als auch z in der Gleichung Vorkommen. 
Aufgabe mit Brüchen. Hier muss der Definitionsbereich beachtet werden! 


Gegeben: 

- +1 = Z - D = C\{ 1,0} 

z+1 z+z 

Gleichung bruchfrei machen: 

Gleichung mit dem Hauptnenner 
(Produkt der Nenner) multiplizieren 

(z+1)-(z+z) = (z + 1)-(z-1) 

Klammern ausmultiplizieren: 

z 2 + zz + z+z = zz-z + z-1 

Auf beiden Seiten der Gleichung 
z und z ■ z subtrahieren: 

1 — 

1 

IN 

1 

II 

IN 

+ 

% 

Auf beiden Seiten der Gleichung z +1 
addieren: 

z 2 + 22 + 1 = 0 

Ausführliche Darstellung wählen: 
z= x+ iy und z = x-iy 

(x+iy) 2 +2(x-iy) + 1 = 0 

Beide Klammern ausmultiplizieren. 

Die linke Klammer am besten mit 

Hilfe der 1 .Binomischen Formel 

x 2 + 2xyi + ( iy) 2 + 2x-2iy+1 = 0 

Vereinfache: (iy) 2 = i 2 y 2 = -y 2 

x 2 + 2xyi - y 2 + 2x - 2iy +1 = 0 

Klammer i aus: 

x 2 -y 2 +2x+1 + i(2xy-2y) = 0 

Markiere Realteil und Imaginärteil: 

x 2 -y 2 +2x+1 + i(2xy-2y) = 0 

Re im 

Benutze den Satz: "Eine komplexe Zahl 
ist genau dann null, wenn sowohl Real¬ 
ais auch Imaginärteil gleich null sind." 
Dieser Satz führt zu einem Gl-System: 

x 2 -y 2 + 2x+1 = 0 
2xy -2y = 0 


Bestimme x durch die untere Gleichung: 

1. Bringe alle Terme auf die linke Seite 

2. Klammere y aus 

3. Bestimme x 

Achtung: Man könnte auch mit der unteren 
Gleichung y bestimmten (y=0) und mit der 
oberen x bestimmen (x= -1), aber diese 
Lösung läge nicht im Definitionsbereich! 

x 2 -y 2 + 2x+1 = 0 
2xy = 2y 

0 x 2 -y 2 +2x+1 = 0 
2xy -2y = 0 

x 2 -y 2 + 2x+1 = 0 
y(2x-2) = 0 

0 x 2 -y 2 + 2x+1 = 0 
x=1 


Setze das Ergebnis der unteren 

Gleichung (x=1) in die obere 

Gleichung ein und vereinfache: 

I 2 -y 2 + 2-1 + 1 = 0 
x = 1 

-y 2 = -4 y 2 = 4 

x=1 x=1 


Löse die obere Gleichung: 

y 1 =2 und y 2 = -< 
x=1 

2 

Die beiden Lösungen lauten somit: 

z 1 = 1 + 2i z 2 = 1 - 2i 
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11. Gleichungen 


11.3 Quadratische Gleichungen 


Beispiel 13 


Wir dürfen Lösungsweg 1 wählen, weil nur z vorkommt, aber nicht die Konjugation z. 
Besonderheit bei der Aufgabe: Die Koeffizienten von z sind selbst auch komplex: 


Gegeben: 

(5+5i)-z 2 + (2+2i)-z+1 + i = 0 

Wir wollen die Mitternachtsformel 
benutzen (abc-Formel): 

Dabei ist "a" der Koeffizient 
des quadratischen Terms, 
b der Koeffizient des linearen 

Terms und c das Absolutglied. 

(5 + 5i) ■ z 2 + (2+ 2i) ■ z + (1 + i) = 0 
a b c 

Die abc-Formel lautet: 

-b±4b 2 -4ac 

z 12 = - 

? ’ 2 2 a 

Wir tragen die abgelesenen 

Werte (a,b,c) in die Formel ein: 

-( 2 + 2 /) ± \J(2+2i) 2 - 4 • (5 + 5/) • (7 + i) 

Zl ’ 2 2-(5+5/) 

Radikand: 

Potenz ausmultiplizieren 
oder 1. Binom anwenden: 

_ -(2 + 2 /) ± yj4 + 8i-4-4-(5+5i)-(1 + 7 ) 

Z/<2_ 2-(5+ 5/ ) 

Radikand: Zwei Terme 
(4 und -4) heben sich auf: 

-(2 + 2i)±^\ + 8i-\-4-(5 + 5i)-(1 + i) 

Zl ’ 2 ~ 2-(5+ 5/) 

Radikand: 

Klammern ausmultiplizieren 

_ -(2 + 2 /) ± 48i -2d- 20i- 20i + #S 

Zl ’ 2 ~ 2-(5+ 5/) 

Zwei Terme (20 und -20) heben 
sich auf: 

_-(2+2i)±sl-32i 

Zl ’ 2 ~ 2(5 + 5/) 

Nebenrechnung: 

Berechne die Wurzel \j-32i 

w 1 = 4- 4i 

w 2 = -( 4-4i ) = -4 + 4i 

Setze diese beiden Wurzeln in die 
vorletzte Gleichung ein. Was ist aber 
mit dem " ±" vor dem Wurzelzeichen ? 
Da die beiden berechneten Wurzeln 
sich nur im Vorzeichen unterscheiden, 
würde das " ±" vor dem Wurzelzeichen 
zu keinen neuen Lösungen führen, d.h. 
wir können es ignorieren. 

-(2+ 2/)+ (4-4/) 

Z? “ 2 -(5 + 5/) 

-(2 + 2/)+ (-4 +4/) 

Z2_ 2-(5+5/) 

Alle Klammern auflösen: 

-2-2/ +4-4/ 

Z? “ 10+10i 

-2-2i-4 + 4i 

Z2 ~ 10+10i 
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11. Gleichungen 


11.3 Quadratische Gleichungen 


Zähler vereinfachen: Gleiche 

Terme zusammen fassen 

2 ~6i 

Zl ~ 10+10i 
-6 + 2i 

7 — 


2 10+10i 

Nenner reell machen: 

( 2-6i ) (10-IOi) 

Dazu mit dem komplex 

Zl ~(10+10i ) ( 10-10i ) 

Konjugierten erweitern 

(-6 + 2i ) ilO-IOi) 

Z2 ~(10+10i ) ( 10-10i ) 

Klammern ausmultiplizieren: 

20 - 20i - 60 i - 60 

Zl ~ 100-100i + 100i + 100 

-60 + 60i + 20i + 20 

Z2 ~ 100-100i+100i+100 

Vereinfachen: 

-40 - 80i 

z i = - 

1 200 

-40+80i 

Zn = - 

2 200 

Bruch auflösen ergibt 

z 1 = -0.2 - 0.4i 

die beiden Lösungen: 

z 2 = -0.2+0.4i 
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11. Gleichungen 


11.3 Quadratische Gleichungen 


Beispiel 14 


Wir dürfen Lösungsweg 1 wählen, weil nur z vorkommt, aber nicht die Konjugation z. 
Besonderheit bei dieser Aufgabe: Die Koeffizienten von z sind imaginär: _ 


Gegeben: 

i ■ z 2 + i ■ z+ i + 1 = 0 

Wir wollen die Mittemachtsformel 
benutzen (abc-Formel). Darin ist 
a der Koeffizient des quadratischen 

Terms, b der Koeffizient des linearen 

Terms und c das Absolutglied. 

i ■ z 2 + i ■ z+ i +1 = 0 
a b c 

Die abc-Formel lautet: 

-b±4b 2 -4ac 

Z 1 2 = --- 

7 ’ 2 2a 

Wir tragen die abgelesenen 

Werte (a,b,c) in die Formel ein: 

-i±yji 2 -4- i •(/ + 1) 

Zl ’ 2 ~ 2i 

Radikand vereinfachen: 

-/ ±J-1 + 4- 4i 

Zl ’ 2 ~ 2i 

Radikand vereinfachen: 

-i±43-4i 

Z< 2 =- 

7,2 2j 

Nebenrechnung: 

Berechne die Wurzel \j3-4i : 

w 1 = 2 - / 

w 2 =-(2-/) 

Setze diese beiden Wurzeln in die 
vorletzte Gleichung ein. Was ist aber 
mit dem " ±" vor dem Wurzelzeichen ? 

Da die beiden berechneten Wurzeln 
sich nur im Vorzeichen unterscheiden, 
würde das " ±" vor dem Wurzelzeichen 
zu keinen neuen Lösungen führen, d.h. 
wir können es ignorieren. 

-i+ 2- i 

Zl ~ 2i 

-i-(2-i) 

z 2 =- 

2 2/ 

Vereinfachen: 

2-2/ 

Z * “ 2/ 

-2 
z 2 = — 

2 2/ 

Nenner reell machen: 

Dazu mit dem komplex 

Konjugierten erweitern 

2 - 2/ -2/ -4 - 4/ 

7 2/ -2/ 4 

-2 -2/ 4/ 

Z2 ~ 2/ -2/ “ 4 

Vereinfachen ergibt die 
beiden Lösungen: 

z-, =-1-i 
z 2 = i 
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11. Gleichungen 


11.3 Quadratische Gleichungen 


Beispiel 15 


Wir müssen Lösungsweg 2 wählen, weil neben z auch die Konjugation z vorkommt. 
Besonderheit bei dieser Aufgabe: Die Lösungsmenge ist die leere Menge. _ 


Gegeben: 

zz + z+1 = 0 

Da wir nicht ausklammern können, gehen 
wir zur ausführlichen Schreibweise über: 

m z= x+ iy 

■ z-z = (x + iy)-(x-iy) = x 2 + y 2 

x 2 + y 2 + x+ iy+ 1 = 0 

Wir sortieren nach Realteil 
und Imaginärteil: 

x 2 + y 2 + x+1 + i y = 0 

Re Im 

Nun wenden wir den folgenden Satz an: 

Eine komplexe Zahl ist genau dann 
gleich null, wenn sowohl Realteil als 
auch Imaginärteil gleich null sind. 

Dies führt zu einem Gleichungssystem: 

x 2 + y 2 + x+1 = C 
y = 0 

) 

Setze y aus der unteren Gleichung 
in die obere Gleichung ein: 

x 2 + x+1 = 0 
y = 0 


Wir werden versuchen, die obere 
Gleichung mit der pq-Formel zu lösen. 

Dazu müssen wir zunächst p und q 
aus der oberen Gleichung ablesen: 

p=1 

q = i 

Die pq-Formel lautet: 

x i, 2 - 2 1 ]) 

(P ] 
\2) 

2 

~Q 

p und q in die pq-Formel einsetzen: 

Xl ' 2 = ~\ ± \ 

1 V 

U, 

2 

- 1 

Radikand berechnen: 

Xi 2 = ~i ± \l 

3 

4 

Weil der Radikand negativ ist, hat die 
Gleichung (pq-Formel) keine Lösung, 
somit hat auch das Gleichungssystem 
keine Lösung und somit hat auch die 
gegebene Gleichung keine Lösung. 

Die Lösungsmenge ist die leere Menge: 

L = 0 
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11. Gleichungen 


11.4 Gleichungen höheren Grades (Sonderfälle) 


11.4 Gleichungen höheren Grades (Sonderfälle) 

Beispiel 1 _ 


Wir müssen Lösungsweg 2 wählen, weil neben z auch die Konjugation z vorkommt. 
Besonderheit bei dieser Aufgabe: Das Bild der Lösungsmenge ist ein Kreis in der 
Gauss’schen Zahlenebene. 


Gegeben: 

z 2 -z- 25z = 0 

Ausklammern von z: 

zfz-z-25) = 0 

Jetzt wenden wir den Satz an: 

Ein Produkt ist genau dann gleich null, 
wenn der erste Faktor oder der zweite 
Faktor gleich null ist (oder beide). 

Wir müssen also beide Faktoren gleich 
null setzen. Die erste Lösung lautet daher: 
z^O oderL 1 = {z 1 z= 0} 

zizz.-25 ) = 0 => z 1= 0 bzw. L 1 = {0} 

Die restlichen Lösungen erhalten wir, 
wenn wir die Klammer gleich null setzen. 

zz -25 = 0 

Da wir nun nicht mehr ausklammern 
können, gehen wir zur ausführlichen 
Schreibweise über: 

z-z = (x+iy)-(x-iy) = x 2 + y 2 

x 2 + y 2 -25= 0 

Wir bringen die "25" auf die andere Seite: 

x 2 + y 2 = 25 

Wir bringen x 2 auf die andere Seite: 

y 2 = 25- x 2 

Wir ziehen auf beiden Seiten die Wurzel: 

\y\ = ^25-x 2 

Die Lösung der Betragsgleichung ergibt 
eine sogenannte Kreisgleichung. Das 

Bild der Kreisgleichung ist ein Kreis in 
der komplexen Ebene mit dem Radius 5. 

+1 

II 

Definitionsbereich bestimmen: Wir haben 
gelernt, dass Real- und Imaginärteil reelle 
zahlen sind. Die Wurzel wäre keine reelle 
Zahl, wenn der Radikand negativ wäre, 
x muss daher zwischen -5 und 5 liegen! 

y = ±425 -x 2 x e [-5,5] 

Lösungsmenge L 2 angeben: 

L 2 = {z= x+ iy 1 x e [-5,5] undy = ±425- x 2 

i 

Die Gesamtlösung L ist die Vereinigung der Lösungsmengen Z_ 7 und L 2 : 

L = L 1 vjL 2 = {0}u\z= x+ iy / x g[- 5,5] undy = ±425-x 2 } 
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11. Gleichungen 


11.4 Gleichungen höheren Grades (Sonderfälle) 


Beispiel 2 


Wir müssen Lösungsweg 2 wählen, weil neben z auch die Konjugation z vorkommt. 


Gegeben: 

z 3 -2 = 0 

Da ein Ausklammern nicht 
möglich ist, gehen wir zur 
ausführlichen Schreibweise 
über: z=x+iy und z-x-iy 

(x+iyf -(x-iy) = 0 

Wir multiplizieren die Potenz aus. 
Dazu zerteilen wir sie zunächst in 
ein Produkt aus Binom und Faktor, 
berechnen das Binom. Am Ende 
multiplizieren wir aus: 

Potenz in Produkt zerteilen: 

( x+iy ) -(x+iy)-(x-iy) = 0 

Binom ausführlich schreiben: 

(x 2 + 2iyx-y 2 )-(x +iy)-(x-iy ) = 0 

A usmultiplizieren: 

x 3 + 2iyx 2 - xy 2 + x 2 iy - 2y 2 x- iy 3 - x+ iy = 0 

Vereinfachen: 

x 3 + 3iyx 2 - 3y 2 x-iy 3 -x+iy = 0 

Wir klammern i aus: 

x 3 - 3y 2 x- x + i(3yx 2 - y 3 + y) = 0 

Die linke Seite der Gleichung ist 
eine komplexe Zahl, weil manche 
Terme "i" enthalten. Ein komplexe 
Zahl ist genau dann gleich Null, 
wenn sowohl der Realteil als 
auch der Imaginärteil gleich 
null sind. Wir setzen daher den 
Realteil und den Imaginärteil 
gleich null. Dadurch erhalten 
wir ein Gleichungssystem. 

x 3 - 3y 2 x-x+i(3yx 2 -y 3 + y) = 0 

1 y i / 

v '- v - 

Realteil Imaginärteil 

x 3 -3y 2 x-x=0 <- Gleichung 1 

3yx 2 -y 3 + y = 0 <- Gleichung 2 

Die weitere Strategie sieht nun folgendermaßen aus: Wir werden mit Hilfe der 
ersten Gleichung x bestimmen, und das Ergebnis in die zweite Gleichung einsetzen. 

In Gl. 1 das "x" ausklammern: 

x(x 2 -3y 2 -l) = 0 

Ein Produkt ist genau dann gleich 
null, wenn der erste Faktor oder 
der zweite Faktor gleich null ist 
(oder beide). Dies führt zur 
ersten Lösung: x 1= 0 

x(x 2 -3y 2 -l) = 0 => 

x 1 =0 


Um weitere Lösungen zu erhalten, 
müssen wir die Klammer gleich 
null setzen: 

x 2 -3y 2 -1 = 0 

Wir stellen die Gleichung nach 
x um, indem wir alle Terme 
ohne x auf die rechte Seite 
bringen, und dann die Wurzel 
ziehen. 

x 2 - 3y 2 = 1 
x 2 = 3y 2 +1 

x = ±^3y 2 +1 ^ * 2 = ±\ 

i3y 2 + 7 
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11. Gleichungen 


11.4 Gleichungen höheren Grades (Sonderfälle) 


Bevor wir weiter rechnen, wollen wii 
erreicht haben, und wie wir fortfahre 
der verschiedenen Lösungen z=x+iy 

' zusammenfassen, was wir bis jetzt 
<n: Wir haben soeben die Realteile (x) 

> berechnet: 

1 2 unseres Gleichungssystems einsetzen, 
sn zu berechnen. Gleichung 2 lautete: 

> 

■ x 7 =0 ■ x 2 = ±^3y 2 + 1 

Wir werden sie nun in die Gleichunc 
um die Imaginärteile (y) der Lösung i 

■ 3yx 2 - y 3 + y = 0 <- Gleichung 2 

x^=0 

Zuerst setzen wir x^O 
in Gleichung 2 ein, und 
lösen diese Gleichung: 

3y ■ 0 2 - y 3 + y = 0 / vereinfachen 

-y 3 + y = 0 l-(-1 ) 

y 3 — y = 0 1 ausklammern 

y(y 2 -l) = 0 1 => y r j = 0 

y 2 -1 = 0 1 umstellen 

y 2 = 1 1 radizieren 

y = ±i 1 => y-t .2 = ±i 

Die ersten drei Endlösungen lauten also: z 1 =0, z 2 = i und z 3 = -i 

x 2 =±\j3y 2 +1 

3y ■ x 2 - y 3 + y = 0 \ x 2 in Gl.2 einsetz. 

' ° 

Dann setzen wir x 2 = ±^3y 2 +1 
in die Gleichung 2 ein, und 
lösen diese Gleichung: 

3y ■ (±a j3y 2 + 1 ) -y 3 + y = 0 / vereinfachen 

3y ■ ( 3y 2 + l)-y 3 + y = 0 / ausmultiplizieren 

9y 3 + 3y-y 3 + y = 0 / vereinfachen 

8y 3 + 4y = 0 ly ausklammern 

y(8y 2 + 4) = 0 / =>y 2 .i=0 

8y 2 + 4 = 0 1 umstellen 

8y 2 = -4 1 umstellen 

y 2 = -1 / umstellen 

y = >FT = ''72 1 keine Lösun 9 ! 

Anmerkung: y = i --j= ist keine Lösung, da 
ein Imaginärteil (y) nie imaginär sein kann! 

Die Lösung y 21 = 0 müssen wir 

jetzt in x 2 =±^3y 2 +1 einsetzen, 
und erhalten zwei weitere 
Endlösungen: 

x 2 =±^3y 2 + 1 
x 2 = ± 43 ■ 0 2 +1 
x 2 =±4i 
x 2 =± 1 

Die restlichen beiden Endlösungen lauten also: z 4 = 1, z 5 =-1 

Gesamtlösung: L={z / z e {0, +/,± 7}} 
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11. Gleichungen 


11.4 Gleichungen höheren Grades (Sonderfälle) 


Beispiel 3 


Gegeben: 

z 2 -iz) 2 — z 

Wir wollen zur ausführlichen Schreibweise 
wechseln. Am einfachsten geht dies, wenn 
wir die Potenzen zunächst umordnen: 

zzzz = z 

z-z-z-z = z 
(z-z).(z.z) = z 

Wir gehen nun zur ausführlichen 

Schreibweise über. Beachte: 
z-z = (x + iy)-(x-iy) = x 2 + y 2 

(x 2 + y 2 )(x 2 + y 2 ) = x+iy 

Klammern ausmultiplizieren: 

x 4 + 2x 2 y 2 + y 4 = x + iy 

Alle Terme auf linke Seite bringen: 

x 4 + 2x 2 y 2 + y 4 - x-iy = 0 

Ordne nach Real- und Imaginärteil: 

x 4 + 2x 2 y 2 + y 4 - x-y i = 0 

i j 

Re Im 

Eine komplexe Zahl ist genau dann 
gleich null, wenn sowohl der Realteil 
als auch der Imaginärteil gleich null sind. 
Dieser Satz führt zu einem Gleichungs¬ 
system und dieses zum Imaginärteil y: 

x 4 + 2x 2 y 2 + y 4 - x = 0 

77 => y = 0 

-y = o 

Den Imaginärteil y=0 setzen wir nun 
in die obere Gleichung ein: 

x 4 + 2x 2 -0 2 + 0 4 -x = 0 

Vereinfachen: 

x 4 -x=0 

Ausklammern: 

x\x 3 -l) = 0 

Jetzt wenden wir den Satz an: 

Ein Produkt ist genau dann gleich null, 
wenn der erste Faktor oder der zweite 
Faktor gleich null ist (oder beide). 

Wir müssen also beide Faktoren gleich null 
setzen. Wir erhalten die Lösungen 0 und 1. 

Faktor 1 ist null: 

Faktor 2 ist null: 

x = 0 

x 3 -1 = 0 

x 3 = 1 

X=sjl 

x=1 

Lösung zusammenstellen: Wir 
erhalten zwei reelle Lösungen. 

L={z/z=0 oderz=1) 
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12. Der Fundamentalsatz der Algebra 


12.0 Lerninhalte 


12. Der Fundamentalsatz der Algebra 


12.0 Lerninhalte 


Zunächst wiederholen wir einige Begriffe wie "Polynom” und "Nullstelle". 

Wir werden dann den Fundmentalsatz der Algebra kennenlernen, ihn aber erst in 
einem späteren Band beweisen, da uns noch die Voraussetzungen dazu fehlen. 

Wir werden aber einige wichtige Sätze beweisen, die eine Folge aus dem 
Fundamentalsatz der Algebra sind. Bei diesen Sätze geht es um die 
Art und Anzahl von Nullstellen von reellen Polynomen. 


Tabelle: Nullstellen von reellen und komplexen Polynomen 


Art des Polynoms: 

Reelle Nullstellen: 

Nullstellen insgesamt: 

Gerades reelles Polynom 
n-ten Grades: 

a 0 + a 1 z+a 2 z 2 + ... + a n z n 

a k e M 

ne{2, 4, 6, ...} 

Zwischen 0 und n 

Mindestens eine und 

bei Berücksichtigung 
der Vielfachheit 

genau n Nullstellen 

Falls komplexe Nullstellen 
auftreten, dann treten sie 
nur paarweise auf, d.h. 
als komplex konjugiertes 
Zahlenpaar z und z 

Ungerades reelles Polynom 
n-ten Grades: 

a 0 + a 1 z + a 2 z 2 + ... + a n z n 

a k £ M 

Zwischen 1 und n 

wie oben 

n e{1, 3, 5, 7, 9,... } 



Komplexes Polynom 
n-ten Grades: 

a 0 + a 7 z+ a 2 z 2 +... + a n z n 

a k <eC 

Zwischen 0 und n 

Mindestens eine und 

bei Berücksichtigung 
der Vielfachheit 

genau n Nullstellen 

Komplexe Nullstellen 
können auch einzeln 

auftreten 
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12. Der Fundamentalsatz der Algebra 


12.1 Reelle Polynome 


12.1 Reelle Polynome 


Definition: Reelle Polynome 


Ein reelles Polynom p(x) ist eine Summe aus Potenzen von x, wobei vor den Potenzen 
die reellen Koeffizienten a k stehen: 

p(x) = a 0 + a 1 x+a 2 x 2 + a 3 x 3 + ... + a n x n a k ^E a n *0 

■ Der Exponent der höchsten Potenz gibt den sogenannten Grad des Polynoms an. 

■ Die Koeffizienten a k dürfen auch null sein, d.h. Potenzen dürfen fehlen. 

Eine Ausnahme bildet natürlich der Koeffizient der höchsten Potenz (a n ). 

Meist wird das Polynom aber in umgekehrter Reihenfolge geschrieben, 
d.h. mit absteigenden Potenzen: 

p(x) = a n x n +... + a 3 x 3 + a 2 x 2 + a 7 x+ a 0 a k <eE a n ^0 


Übungen 


Das Polynom p 1 ist ein Polynom 7. Grades: 
p 1 (x) = 5 + 2x 2 - 5x 7 

Das Polynom p 2 ist ein Polynom 5. Grades: 
p 2 (x) = 42 x 5 

Das Polynom p 3 ist ein Polynom 5. Grades: 
p 3 (x) = 2x 5 -5 x 4 +7x 3 -5 
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12. Der Fundamentalsatz der Algebra 


12.2 Reelle Nullstellen 


12.2 Reelle Nullstellen 


Reelle Nullstellen eines reellen Polynoms 


Sei p(x) ein reelles Polynom. Dann nennt man jede Zahl x k e M eine reelle Nullstelle 
von p(x), wenn p(x k ) = 0: 


p(x k ) = 0 <=> x k ist eine reelle Nullstelle 


mit: x k e M 


Linearfaktorenzerlegung 


Sind die Nullstellen x k eines Polynoms bekannt, so kann das Polynom als Produkt aus 
sogenannten Linearfaktoren (x-x k ) geschrieben werden. Beispiel: 

Das Polynom p(x) = 5x 3 - 35x + 30 hat die Nullstellen x 1 = 1, x 2 = 2 und x 3 = -3 
Daher können wir es schreiben als: p(x) = 5(x-1)(x-2)(x + 3) 

Anmerkung: Der Name "Linearfaktor" kommt daher, weil das die Variable in jedem 
Faktor (d.h. in jeder Klammer) nur linear (d.h. in der ersten Potenz) vorkommt. 


Die Vielfachheit einer reellen Nullstelle 


Tritt eine Linearfaktor mehrfach auf, so nennt man die entsprechende Nullstelle 
eine mehrfache Nullstelle und spricht von einer Vielfachheit der Nullstelle. Beispiel: 

Das Polynom x 2 -6x +9 kann man auch als (x-3) 2 = (x-3)-(x-3) 
schreiben. Die Zahl x=3 ist hier in eine doppelte Nullstelle. 

Man sagt auch, die Nullstelle x=3 habe eine Vielfachheit von 2. 


Anzahl der reellen Nullstellen 


Für reelle Nullstellen reeller Polynome gilt der folgende Satz: 

Die Anzahl der reellen Nullstellen eines reellen Polynoms n-ten Grades 
liegt zwischen null und n . 

Ergänzend gilt für ungerade Polynome der Satz: 

Ist der Grad des reellen Polynoms ungerade, dann hat das Polynom 
mindestens eine reelle Nullstelle. 
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12. Der Fundamentalsatz der Algebra 


12.3 Reelle algebraische Gleichungen 


12.3 Reelle algebraische Gleichungen 


Definition einer reellen algebraischen Gleichung 


Eine reelle algebraische Gleichung ist eine Gleichung, die so umgeformt werden kann, 
dass auf der linken Seite ein reelles Polynom steht, und auf der rechten Seite die Null: 

p(x)=0 

Beispiel: 

3x 4 +2x 2 -7x+1 = 0 

Man sieht: Eine algebraische Gleichung entsteht automatisch, wenn ich die 
Nullstellen eines Polynoms berechnen will. Zu jeder algebraischen Gleichung 
gehört also ein Polynom und umgekehrt. 


Anzahl der reellen Lösungen 


Wir haben bereits gelernt, wieviele Nullstellen ein reelles Polynom hat, und dies in 
einem Satz festgehalten. Weil die Nullstellen die Lösungen der zugehörigen 
algebraischen Gleichung sind, können wir diesen Satz auch in der Sprache der 
Gleichungen formulieren: 

Die Anzahl der reellen Lösungen einer reellen algebraischen Gleichung n-ten Grades 
liegt zwischen null und n . 

Auch den Satz über die Anzahl der Nullstellen von ungeraden Polynomen 
kann man in der Sprache der Gleichungen ausdrücken: 

Ist der Grad der algebraischen Gleichung ungerade, dann hat sie mindestens eine 
reelle Lösung. 


Beispiele 


Die folgende Gleichung 4. Grades hat im Bereich der reellen Zahlen keine Lösung: 

z 4 +z 2 + 1 = 0 

Die folgende Gleichung 4. Grades hat die vier Lösungen: z 1= 1, z 2 =2, z 3 =3 und z 4 =4: 
z 4 - 10z 3 + 35z 2 -50z+ 24 = 0 
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12.4 Komplexe Polynome 


12.4 Komplexe Polynome 


Definition eines komplexen Polynoms 


Ein komplexes Polynom p(z) ist eine Summe aus Potenzen von z, wobei vor den 
Potenzen die komplexen Koeffizienten a k stehen: 

p(z) = a 0 + a 1 z+a 2 z 2 + a 3 z 3 + ...a n z n a k ^C a n *0 

■ Da die reellen Zahlen eine Teilmenge der komplexen Zahlen sind, 
dürfen die Koeffizienten natürlich auch reell sein. Sind aber alle 
Koeffizienten reell, dann spricht man von einem reellen Polynom. 

■ Der Exponent der höchsten Potenz gibt den sogenannten Grad des Polynoms an. 

■ Die Koeffizienten a k dürfen auch null sein (d.h. Potenzen dürfen fehlen) jedoch 
nicht der Koeffizient a n . 


Beispiel 


Das folgende Polynom ist ein Polynom 4. Grades, weil die höchste Potenz von z 
die vierte Potenz ist. Zweitens ist der Koeffizient von z 3 gleich null (d.h. z 3 fehlt ) : 

p(z)=(2+i)-z 4 -(5 + 7i)-z 2 + (6 +8i)■ z+1 + i 
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12.5 Komplexe Nullstellen 


12.5 Komplexe Nullstellen 

Komplexe Nullstellen _ 


Komplexe Nullstellen können sowohl bei reellen als auch bei komplexen 
Polynomen auftreten. Beispiel: 

Das komplexe Polynom 
p(z)=3z 4 -(3 + 6i)-z 2 + 6i 
hat die beiden reellen Nullstellen: 
zi = 1 
z 2 = -1 

und die beiden komplexen Nullstellen 
z 3 = 1 + i 
z 4 = -1-i 


Linearfaktorenzerlegung 


Für komplexe Nullstellen gilt das gleiche, was auch für reelle Nullstellen gilt: 

Sind die Nullstellen z k eines Polynoms bekannt, so kann das Polynom als 
Produkt aus sogenannten Linearfaktoren (z-z k ) geschrieben werden. 

Beispiel: 

Das Polynom p(z) = 3z 4 -(3 + 6i)z 2 + 6i hat die vier Nullstellen 

z 1 = 1, z 2 = -1, z 3 = 1 + i und z 4 =-1 - i. 

Daher können wir es schreiben als: 
p(z) = 3- (z - 1) ■ (z + 1) ■ (z - 1 - /) • (z + 1 + /) 


Anzahl der Nullstellen 


Über die Anzahl der Nullstellen macht der Fundamentalsatz der Algebra 
eine Aussage, den wir im nächsten Unterkapitel behandeln werden. 
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12.6 Der Fundamentalsatz der Algebra 


12.6 Der Fundamentalsatz der Algebra 


Der Fundamentalsatz: Die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms 


Wir haben bereits einen Satz über die Anzahl der reellen Nullstellen eines 
reellen Polynoms kennengelernt. Nun lassen wir beide Einschränkungen fallen, 
d.h. wir erlauben sowohl komplexe Koeffizienten a k als auch komplexe Nullstellen: 


Ein komplexes 1 Polynom n-ten Grades hat mindestens eine komplexe 2 Nullstelle. 
Lässt man geeignete Vielfachheiten der Nullstellen zu, so ergibt sich, dass jedes 
Polynom n-ten Grades genau n Nullstellen in C besitzt. 

1 Da die reellen Zahlen eine Teilmenge der komplexen Zahlen sind, kann das Polynom 
natürlich auch reell sein. 

2 Da die reellen Zahlen eine Teilmenge der komplexen Zahlen sind, kann die Nullstelle 
natürlich auch reell sein. 


Beweis 


Den Beweis liefern wir in einem folgenden Band, wenn wir die nötigen 
Vorkenntnisse erlangt haben. 


Zwei Beispiele 


Beispiel 1: 

Das reelle Polynom p(z) = z 2 + 1 hat im Bereich der reellen Zahlen keine Nullstellen, aber 
im Bereich der komplexen Zahl hat es die beiden komplexen Nullstellen z = ±i. 

Berechnung: 
z 2 + 1 =0 
z 2 =-1 

4z 2 - s /-1 

z = ±i 
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12.6 Der Fundamentalsatz der Algebra 


Beispiel 2: 

Das komplexe Polynom p(z) = z 2 -(4 + 6i)z-(5-10i) hat im Bereich der 
reellen Zahlen keine Nullstellen, aber im Bereich der komplexen Zahlen 
hat es die beiden komplexen Nullstellen: z 1 = 1 + 2i und z 2 = 3 + 4i 

Die Berechnung der Nullstellen ist hier zwar nicht das Thema, aber wir 
geben sie im Interesse der Vollständigkeit trotzdem an. 


Das Polynom gleich null setzen: 
z 2 -(4 + 6i)z-(5-10i) = 0 

Wir benutzen die abc-Formel. Ab lesen von a,b und c ergibt: 

a= 1 b = -(4 + 6i) c = -(5-10i) 

Die abc-Formel lautet: 

-b±4b 2 -4ac 

Z 1 0 = - 

7,2 2a 

Jetzt können wir diese Werte in die abc-Formel einsetzen: 

_ - [-(4 + 61)] ± FT + 61T 2 - 4 ■ 1 ■ [-C5 - wij] 

Z,£ “ 2~1 
Vereinfachen: 


4 + 6i± N 1(4 + 6if + 4-[5- lOi] 
2 

4 + 6i± y 1(4 + 6i ) 2 + 20- 40i 


4 + 6i± V 48i -20 + 20- 40i 

Z 12 = - 

12 2 

4 + 6i± 48! 

z 12 = - 

1,2 2 

4 + 6i±(2 + 2i ) 

Z ?2 =--- 

1,2 2 

z 12 = 2+ 3i ±(1 + 1i) 

Lösung: 

z 1 = 1 + 2i 

z 2 = 3 + 4i 
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12.6 Der Fundamentalsatz der Algebra 


Der Fundamentalsatz in der Sprache der Gleichungen 


Den Fundamentalsatz kann man nicht nur mit Hilfe von "Polynomen und Nullstellen" 
formulieren, sondern auch in der "Sprache der Gleichungen". Der Fundamentalsatz 
der Algebra lautet dann: 

Eine algebraische Gleichung n-ten Grades hat mindestens eine Lösung, die 
auch komplex sein kann. Lässt man geeignete Vielfachheiten der Lösungen zu, 
so ergibt sich, dass jede Gleichung n-ten Grades genau n Lösungen in C besitzt. 


Beispiele 


Beispiel 1: 

Die reelle Gleichung z 2 + 1 = 0 hat im Bereich der reellen Zahlen keine Lösung, aber 
im Bereich der komplexen Zahl hat sie die zwei Lösungen z = ±i. Berechnung: 
z 2 + 1 =0 
z 2 =-1 

4z 2 - sTl 

z = ±i 


Beispiel 2: 

Die reelle Gleichung z 2 + 2z + 2 = 0 ist eine Gleichung zweiten Grades. Sie hat 
im Bereich der reellen Zahlen keine Lösung, aber im Bereich der komplexen Zahlen 
hat sie ein "konjugiert komplexes Zahlenpaar" als Lösung, d.h. zwei Lösungen. 

Die Berechnung (mit Hilfe der Lösungsformel) haben wir bereits geübt: 

z 2 + 2z+2 = 0 

-b±\]b 2 -4ac 
z = --- 

2a 

^_ -2± 4,2 2 -4-1-2 
Z ~ ~2H 

_ -2 ±4~4 

Z ~ 2 

-2±2i 

z =- 

2 

z = -1±i 
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12.6 Der Fundamentalsatz der Algebra 


Der Fundamentalsatz in der Sprache der Linearfaktorenzerlegung 


Den Fundamentalsatz kann man nicht nur mit Hilfe von "Polynomen und Nullstellen" 
oder in der "Sprache der Gleichungen", sondern auch mit Hilfe von Linearfaktoren. 
Der Fundamentalsatz der Algebra lautet dann: 

Jede (reelle oder komplexe) Polynom n-ten Grades kann in genau n komplexe 
Linearfaktoren 1. Grades zerlegt werden (die natürlich auch reell sein können, 
weil die reellen Zahlen eine Teilmenge der komplexen Zahlen sind). 


Beispiele 


Beispiel 1: 

Auf den vorigen Seiten haben wir berechnet, dass das reelle Polynom 
p(z) = z 2 + 1 die beiden folgenden komplexen Nullstellen hat: 

z = ±i 

Das Polynom hat daher die Linearfaktorenzerlegung: 
z 2 + 1 = (z+/Mz—/) 


Beispiel 2: 

Auf den vorigen Seiten haben wir berechnet, dass das komplexe Polynom 
p(z) = z 2 ~(4 + 6i)z-(5-1 Oi) die beiden folgenden komplexen Nullstellen hat: 

z 7 = 1 + 21 
z 2 = 3 + 4i 

Das Polynom hat daher die Linearfaktorenzerlegung: 
z 2 -(4 + 6i)z-(5-10i) = [z-(1 + 2i)]-[z-(3 + 4i)] = (z-1-2i)-(z-3-4i) 
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12.7 Folgerungen für reelle Polynome 


Warum geht es in diesem Unterkapitel? 


Der Fundamentalsatz der Algebra gilt für komplexe Polynome. Weil die reellen 
Zahlen eine Teilmenge der komplexen Zahlen sind, gilt der Fundamentalsatz 
natürlich auch für reelle Polynome. 

Daraus ergeben sich dann eine Reihe von wichtigen Sätzen für reelle Polynome, 
die wir in diesem Unterkapitel behandeln werden. 


Abhängigkeit der Sätze, die wir in diesem Unterkapitel beweisen werden 


Ein (reelles oder komplexes) Polyom 
Fundamentalsatz n-ten Grades hat n Nullstellen, die 
der Algebra reell, komplex oder gemischt sein 

können. 



Bei reellen Polynomen 
treten komplexe Nullstellen 
nur paarweise auf 




Jedes reelle Polvnom lässt sich 


Reelle unaerade Polynome 

in reelle Faktoren zerleqen, 


haben mindestens eine 

die vom 1. und 2. Grad sind 


reelle Nullstelle 
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12. Der Fundamentalsatz der Algebra 


12.7 Folgerungen für reelle Polynome 


Satz 1: Bei reellen Polynomen treten komplexe Lösungen nur als Paar auf 


Für reelle Polynome (d.h. reelle Koeffizieten a k ) gilt der folgende Satz: 

Falls bei einem reellen Polynom eine komplexe Nullstelle z 0 auftritt, 
dann ist auch die komplexe Konjugation z 0 eine Nullstelle 
(d.h. komplexe Nullstellen treten immer paarweise auf). 

Den Satz über "paarweise Nullstellen" kann man natürlich auch in der Sprache 
der Gleichungen formulieren. Er lautet dann: 

Falls eine algebraische Gleichung mit reellen Koeffizienten eine komplexe Lösung 
z 0 hat, dann ist die Konjugation z auch eine Lösung der Gleichung 
(d.h. komplexe Lösungen treten immer paarweise auf). 

Beachte, dass der Satz nur für reelle Polynome bzw. Gleichungen mit reellen 
Koeffizienten gilt. Bei komplexen Polynomen (bzw. Gleichungen) können 
komplexe Nullstellen (bzw. Gleichungs-Lösungen) auch einzeln auftreten! 


Kommen wir nun zum Beweis des Satzes: 


Gegeben sei ein reelles 

Polynom p(z) und eine 
komplexe Nullstelle z 0 
dieses Polynoms: 

p(z)= a 0 + a 7 z+a 2 z 2 + a 3 z 3 + ... + a n z n 

0 = a 0 + a 7 z 0 + a 2 z 2 + a 3 z 3 + ... + a n z n 0 

Nun konjugieren wir beide Seiten: 

0 = a 0 + a ? z 0 + a 2 z 2 0 + a 3 z 3 +... + a n z n 0 

Linke Seite: Benutzte 0=0 

0 = a 0 + a ? z 0 + a 2 z 2 + a 3 z 3 +... + a n z n 0 

Auf der rechten Seite wenden wir 
nun verschiedene Sätze über die 
komplexe Konjugation an (Kapitel 5). 

Wir beginnen mit: z 1 +z 2 =z 1 + z 2 

0 = a 0 + a 7 z 0 + a 2 z 2 + a 3 z 3 +... + a n z n 0 

Jetzt benutzen wir: z 1 ■ z 2 =z 1 ■ z 2 

0 = a 0 + a 1 ■ z 0 + a 2 ■ z 2 + a 3 ■ z 3 +... + a n ■ Zq 

Nun benutzen wir: z n =z n 

2 3 n 

0 = a 0 + a 1 ■ z 0 + a 2 \z 0 ) +a 3 \z 0 ) +... + a n -(z 0 ) 

Gegeben war ein reelles Polynom 
p(z), d.h. die Koeffizienten a k 
sind reelle Zahlen. Für reelle 

Zahlen gilt aber: a k = a k 

0 = a 0 + a 1 -z 0 + a 2 \z 0 ) +a 3 \z 0 ) +...+a n \z 0 ) 

Ergebnis: 

Wir sehen, dass auch die Konjugation z 0 eine Nullstelle des gegebenen 

Polynoms ist, was zu beweisen war. 
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12.7 Folgerungen für reelle Polynome 


Satz 2: Ungerade reelle Polynome haben mindestens eine reelle Nullstelle 


Nun können wir auch den Beweis eines Satzes nachholen, den wir in der Schule 
sicherlich schon oft benutzt haben: 


Ein ungerades reelles Polynom hat mindestens eine reelle Nullstelle . 


Beweis: 

Der Hauptsatz sagt, dass ein Polynom n-ten Grades n Nullstellen hat 
(die sowohl reell als auch echt-komplex sein können). Im Falle eines 
ungeraden Polynoms haben wir daher eine ungerade Anzahl an Nullstellen. 


Auf der vorigen Seite haben wir dann bewiesen, dass bei reellen Polynomen 
komplexe Nullstellen nur paarweise auftreten können. Daher haben wir eine 
gerade Anzahl an komplexen Nullstellen. 

Jetzt kombinieren wir: Wenn die Anzahl der Nullstellen ungerade ist, aber 
die Anzahl der komplexen Nullstellen eine gerade Zahl ist, dann muss 
mindestens eine der Nullstellen reell sein, was zu beweisen war. 
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12.7 Folgerungen für reelle Polynome 


Satz 3: Reelle Polynome sind in reelle Faktoren 1. und 2. Grades zerlegbar 


Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt für reelle Polynome ein weiterer Satz: 

Jedes reelle Polynom kann in ein Produkt zerlegt werden, dass aus 
reellen Polynomen 1. Grades und irreduziblen Polynomen 2. Grades besteht. 

Die Faktoren dieses Produktes sind also reell-linear und reell-quadratisch. 


Beweis allgemein 

Laut Voraussetzung ist ein reelles 
Polynom gegeben. 

Der Fundamentalsatz der Algebra 
sagt, dass ein komplexes (oder 
reelles) Polynom n-ten Grades 
genau n komplexe (oder reelle) 
Nullstellen hat. 

Hat ein Polynom aber n Nullstellen, 
dann kann es in "n" komplexe 
und/oder reelle Linearfaktoren 
zerlegt werden. 


Weil laut Voraussetzung das Polynom 
reell ist, treten komplexe Linearfaktoren 
nur als konjugiert komplexe Zahlenpaare 
auf: 

_ (z-a)-(z-a) _ 

Nun multiplizieren wir die Paare solcher 
komplexer Linearfaktoren aus: 


Komplexes Paar 
aus Linearfaktoren, 
a sei echt-komplex 


Ausmultiplizieren: 

z 2 - (a + a)z+ aa 

Benutze folgende 
zwei Sätze aus 
Kapitel 5: 
w+ w - 2 Re(w) 

w ■ w = \w\ 

z 2 - 2 Re(a)z+1 a I 2 


— . . .. , . r-x i V C7f UClKsl IC7I I &IUIVL I KJ I VI IKJI 

Es ist ein reelles quadratisches Polynom 
(ein Polynom 2. Grades mit reellen [z- 3]\z 2 - 2z + 5\ 

Koeffizienten) entstanden, denn die Der gesamte Ausdruck ist dam, 

Ausdrücke Re(a) und \a\ sind reell. Produkt aus reellen Polynomer 

Wir sehen, dass sich ein reelles Polynom tatsächlich in ein Produkt 
aus reellen Polynomen 1. und 2. Grades zerlegen lässt. 


Beispiel analog zum Beweis 

Gegeben ist das reelle Polynom: 

z 3 -5z 2 + 11z-15 _ 

Weil unser Polynom 3. Grades ist, 
hat das Polynom drei Nullstellen: 

z 1 =3 z 2 — 1 + 2i z 3 — 1 — 2i 

Die Linearfaktorenzerlegung unseres Polynoms 
besteht aus einem reellen und zwei komplexen 
Linearfaktoren: 

z 3 -5z 2 + 11z-15 
= [z- 3]-[z-(1 + 2i)][z-(1 - 2i)] 

Im Beispiel lauten die beiden Linearfaktoren 
mit einem komplex-konjugierten Zahlenpaar: 
[z-(1 + 2i)\-[z-(1-2i)\ 


Die Linearfaktorenzerlegung lautete: 
[z-3]-[z-(1 + 2i)][z-(1-2i)] 

Eckige Klammern ausmultiplizieren: 

[z-3] ■ [z 2 -z(1 + 2i ) -z(1-2i) + (1 + 2i)(1 - 2i )] 
Ausklammern von z: 

[z- 3] ■ {z 2 - z[(l + 20 + (1- 2i)\ + (1 + 20(1- 20) 
Eckige Klammer vereinfachen: 

[z-3\\z 2 -2z + (1 + 20(1 -2i)\ 

Runde Klammern ausmultiplizeren: 

[z-3]\z 2 -2z+1 + 4] 

Vereinfachen ergibt ein Polynom 2.Grades: 

[z-3\-[z 2 -2z+ 5] 

Der gesamte Ausdruck ist damit tatsächlich ein 
Produkt aus reellen Polynomen 1. und 2. Grad es. 
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12.8 Raum für eigene Ergänzungen 


























































































13. Die Körpererweiterung von R nach C 


13.0 Was werden wir lernen? 


13. Die Körpererweiterung von R nach C 

13.0 Was werden wir lernen? 
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13. Die Körpererweiterung von R nach C 


13.1 Vorbemerkungen 


13.1 Vorbemerkungen 


Didaktischer Hinweis 


Dieses Kapitel richtet sich vorwiegend an künftige Mathematiklehrer mit Kenntnissen der 
abstrakten Algebra, weniger an Schüler und Techniker. 


Neue Schreibweise: Komplexe Zahlen als Zahlenpaare 


ln diesem Kapitel werden wir eine neue Schreibweise für komplexe Zahlen 
kennenlernen: Statt a+bi schreibt man oft (a|b). Dabei ist a der Realteil und b der 
Imaginärteil. 


Neues Rechenzeichen für Addition und Multiplikation komplexer Zahlen 


In diesem Kapitel werden wir eine Addition und eine Multiplikation 
komplexer Zahlen formal einführen. Normalerweise muss man für 
diese Rechenoperationen andere Rechenzeichen benutzen, als für 
die Addition und Multiplikation reeller Zahlen. 

Wir werden daher für die Addition bzw. Multiplikation von komplexen 
Zahlen die Zeichen "©" und "Q" benutzen, anstatt"+" und . 
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13.2 Die Körpererweiterung von R nach C 


13.2 Die Körpererweiterung von R nach C 

Die Körperaxiome = Rechenregeln für die Grundrechenarten 


Damit man eine Menge als „Zahlen“ bezeichnen kann, muß die Menge ein sogenannter 
Körper sein, d.h. die Menge muß die folgenden sogenannten Körperaxiome erfüllen: 


Eine Addition 
muß in der Menge 
definiert sein 

Die Addition muß 
abgeschlossen sein 

Wenn ich zwei Elemente 
der Menge addiere, muß 
das Ergebnis ein Element 
der qleichen Menqe sein 


Das Kommutativgesetz 
muß gelten 

a + b =b+a 


Das Assoziativgesetz 
muß gelten 

(.a + b) + c= a + (b+c) 


Es muß ein neutrales Element 
existieren 

a + 0 = a 


Es muß für alle a ein inverses 
Element existieren 

a + (-a) - 0 

Eine Multiplikation 
muß in der Menge 
definiert sein 

Die Multiplikation muß 
abgeschlossen sein 

Wenn ich zwei Elemente der 

Menge multipliziere, muß das 
Erqebnis ein Element der qleichen 
Menge sein 


Das Kommutativgesetz 
muß gelten 

a-b= ba 


Das Assoziativgesetz 
muß gelten 

( a-b)-c= a-(b-c) 


Es muß ein neutrales Element 
existieren 

a-1 = a 


Es muß für alle a ein inverses 
Element existieren 

a- = 1 
a 

Verbindung 
von Addition 
und Multiplikation 

Die Addition und die 
Multiplikation müssen 
über das Distributivgesetz 
verbunden sein 

(a+ b)c = ac + bc 
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13. Die Körpererweiterung von R nach C 


13.2 Die Körpererweiterung von R nach C 


Allgemeine Anforderungen an eine Zahlbereichserweiterung 


Bevor wir uns mit der Zahlbereichserweiterung von R nach C beschäftigen, wollen wir 
die allgemeinen Anforderungen an eine Zahlbereichserweiterung aufzählen: 


1 . 

Prinzip der Nützlichkeit: 

Die Zahlbereichserweiterung muß einen Sinn erfüllen, d.h. es müssen im neuen 
Zahlenbereich mehr Gleichungen lösbar sein, als im alten Zahlenbereich. 

Bei den komplexen Zahlen ist durch die Einführung der imaginären Einheit i 2 =-1 
die Gleichung x 2 +1=0 lösbar, die innerhalb der reellen Zahlen nicht lösbar ist. 

2. 

Prinzip der Einbettung: 

Die alte Zahlenmenge sollte in die neue Zahlenmenge eingebettet sein. 

Grob gesagt bedeutet dies, dass die alte Zahienmenge eine Teilmenge der neuen 
Zahlenmenge sein soll. Genauer gesagt bedeutet dies, dass die (alten) reellen 

Zahlen isomorph zu einer Teilmenge der (neuen) komplexen Zahlen sein müssen. 

Wir werden feststellen, dass die reellen Zahlen R isomorph zu denjenigen 
komplexen Zahlen sind, deren Imaginärteil gleich Null ist, d.h. zu allen komplexen 
Zahlen der Form (r|0) bzw. r+Oi. 

3. 

Permanenzprinzip (Erhaltungsprinzip): 

In der neuen Zahlenmenge sollten die gleichen Regeln gelten, wie in der alten 
Zahlenmenge (Permanenzprinzip). Die Rechenoperationen in der neuen 
Zahlenmenge müssen daher „geeignet“ definiert werden. 

Bei der Zahlbereichserweiterung von den reellen Zahlen zu den komplexen 

Zahlen gelingt dies zwar (die Körperaxiome, d.h. die Regeln nach denen man 
rechnet bleiben qültiq), doch qibt es neben den Körperaxiomen auch noch die 
Vollständiqkeitsaxiome und die Anordnunqsaxiome, und letztqenannte 
verlieren ihre Gültigkeit (den Beweis haben wir bereits geliefert). 

Genauer: Die komplexen Zahlen kann man nicht anordnen, denn aus den 
Anordnungsaxiomen kann man folgern, dass Quadrate nie negativ sind, aber 
die Definition der imaginären Einheit besagt das Gegenteil, nämlich i 2 =-1). 
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13.3 Addition: Motivation der Addition 


13.3 Addition: Motivation der Addition 


Motivation der Addition 


Die Addition komplexer Zahlen ist koordinatenweise definiert, d.h. man addiert 
die Real- und Imaginärteile getrennt: 

(a+ bi) + ( c+di ) = (a + c) + (b+d)i 

In der Koordinatenschreibweise sieht diese Regel folgendermaßen aus: 

(a/ b)®(c ld) = (a+c / b+d) 

Wie kommt man darauf? Wir haben ja gesagt, dass nach dem Permanenzprinzip 
die Grundrechenarten für reelle Zahlen weiterhin das richtige Ergebnis liefern müssen. 
Addiere ich beispielsweise die reellen Zahlen a=2 und c=3, so würde (nach den üblichen 
Rechenregeln) das Ergebnis 5 lauten. Anscheinend erhalte ich dieses Ergebnis dann, 
wenn ich die Realteile addiere und das Ergebnis in den Realteii der Lösung schreibe: 

2+3 = (2/0) ©(3/0) = (2 + 3/0) = (5/0) = 5 

Allgemein ausgedrückt muß man koordinatenweise addieren: 

(a 10)®(c 10) = (a + c 10) 

Ebenso möchte man, dass die Addition rein-imaginärer Zahlen zum richtigen Ergebnis 
führt, zum Beispiel sollen 4i plus 5i die Zahl 9i ergeben. Anscheinend muß ich dazu die 
Imaginärteile addieren, und das Ergebnis in den Imaginärteil der Lösung schreiben: 

(014) ® (0 / 5) = (014 + 5) = (019) = 9i 

Allgemein ausgedrückt muß ich auch hier wieder koordinatenweise addieren: 

(01 b)®(01 d) = (01 b+d) 

Zusammengefaßt kann man vermuten, dass die Addition anscheinend koordinatenweise 
durchgeführt werden muß, d.h. die Real- und Imaginärteil werden getrennt addiert: 

(a / b)®(c I d) = (a + c / b+d) 

Das Erhaltungsprinzip wird also durch diese Addition erfüllt, doch wir müssen auf den 
nächsten Seiten noch das Permanzprinzip überprüfen, also die Einhaltung der 
Körperaxiome. 


258 






13. Die Körpererweiterung von R nach C 


13.4 Addition: Überprüfung der Körperaxiome 


13.4 Addition: Überprüfung der Körperaxiome 


Nun wollen wir überprüfen, ob mit der (auf der vorigen Seite vermuteten) Addition das 
Permanenzprinzip eingehalten wird, d.h. ob die Körperaxiome eingehalten werden. 

► Kommuativgesetz der Addition 

► Assoziativgesetz der Addition 

► Existenz des neutralen Elementes der Addition 

► Existenz des inversen Elementes der Addition 


Kommutativgesetz überprüfen 


Überprüfen wir zunächst, ob die Definition der Addition das Kommutativgesetz erfüllt, 
d.h. ob die koordinatenweise Addition das Kommutativqesetz erfüllt: 

? 

Zi ®z 2 = z 2 © Zf 

Dazu schreiben wir die komplexen Zahlen zunächst als Zahlenpaare: 

z-, ®z 2 = (a/b)®(cId) 

Jetzt führen wir die Addition koordinatenweise durch, wie auf der vorigen Seite 
vorgeschlagen: 

z-i ®z 2 = (a+cIb+d) 

Im Ergebnis wenden wir nun das Kommutativgesetz an. 

Zwischenfraqe : 

Warum dürfen wir das Kommutativgesetz hier anwenden, obwohl wir doch gerade erst 
dabei sind, das Kommutativgesetz zu beweisen? Antwort: Real- und Imaginärteil des 
Ergebnisses sind stets reelle Zahlen, und für reelle Zahlen gilt das Kommutativgesetz! 
Wir beweisen also das Kommutativgesetz für komplexe Zahlen indem wir es auf das 
Kommutativgesetz für reelle Zahlen zurückführen. Es ist somit tatsächlich legitim, hier 
das Kommutativgesetz anzuwenden: 

Wir wenden also das Kommutativgesetz an: 

z r ©z? = (c+a/c/ + b) 

Nun führen wir eine Addtion rückwärts durch, d.h. wir schreiben das Ergebnis als 
Summe: 

z-j © z 2 = (c/c/)®(a/ö) 

Wir schreiben die komplexen Zahlen wieder in Kurzform, um den Beweis zu vollenden: 

z-j® z 2 = z 2 ® Z-, 
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13.4 Addition: Überprüfung der Körperaxiome 


[Assoziativgesetz überprüfen 


Auf die gleiche Weise geht man vor, wenn man überprüft, ob das das Assoziativgesetz 
gültig ist. Man führt das Assoziativgesetz für komplexe Zahlen auf das Assoziativgesetz 
für reelle Zahlen zurück. 

Zunächst schreiben wir die beteiligten komplexen Zahlen wieder ausführlich: 

z r ©(z 2 ©z 3 ) = (a/£>)©[(c/d)©(e//)] 

Wir führen die Addition in der eckigen Klammer aus: 

z 1 © (z 2 © z 3 ) = (a/ b) © (c + e / d+ f) 

Nun führen wir die zweite Addition aus: 

z 1 ©(z 2 © z 3 ) = (a + c+ e / b+ d + f) 

Jetzt wenden wir das Assoziativgesetz für reelle Zahlen an: 

Zf © (z 2 © z 3 ) = [(a + c) + e/(b+ d ) + f] 

Nun schreiben wir das Ergebnis als Summe (Addition rückwärts durchführen): 

Zf ©(z 2 © z 3 ) = (a+ c /b+ d )© (elf) 

Das gleiche führen wir nochmals durch: 

Zf © (z 2 © z 3 ) = [(a Ib)@(cId)]®(eIf) 

Wir wechseln wieder zur Kurzschreibweise, um den Beweis zu vollenden: 
z ? ©(z 2 © z 3 ) = (Zf © z 2 )© z 3 


Existenz eines neutralen Elementes der Addition 


Das neutrales Element der Addition ist das Zahlenpaar (0,0), denn addiert man (0,0) zu 
(a,b) so ändert sich das Zahlenpaar (a,b) nicht. Beweis: 

(a/ b)®(0 IO) = (a + 01 b+0) = (al b) 


Existenz inverser Elemente bezüglich der Addition 


Das Zahlenpaar (a|b) hat das additive Inverse (—a|—b), denn addiert man 
zum Zahlenpaar (a|b) das additive Inverse (—a|—b), dann erhält man das 
neutrale Element der Addition, also (0|0): 

( a\b ) © (-a / -b) = [a + (-a) / b +(-£>)] = (0/0) 


260 








13. Die Körpererweiterung von R nach C 


13.5 Multiplikation: Motivation der Multiplikation 


13.5 Multiplikation: Motivation der Multiplikation 


Die Multiplikation komplexer Zahlen ist alles andere als einleuchtend definiert: 

(a/ b)ö(c ld) = (ac-bd / ad+bc) 

Aber wie kommt man darauf? 

Erstens muß nach dem Erhaltungsprinzip die Multiplikation reeller Zahlen eine reelle 
Zahl ergeben. Beispiel: 

2-3 = 6 

Allgemein bedeutet dies, dass ac in der ersten Koordinate auftreten muß: 

(a / 0) o(c 10) = (ac 10) 

Zweitens muß die Multiplikation zweier imaginärer Zahlen eine reelle Zahl mit 
negativem Vorzeichen ergeben, da wir i 2 =-1 definiert haben. Beispiel: 

2i o 3i = 6i 2 = -6 

Allgemein ausgedrückt bedeutet dies, dass -bc in der ersten Koordinate auftreten muß: 

(Olb)ö(Old) = (-bdlO) 

Drittens muß das Produkt aus einer reellen Zahl und einer imaginären Zahl eine 
imaginäre Zahl ergeben, denn es handelt sich um eine Streckung gefolgt von einer 
Drehstreckung um 90°, und dies ergibt eine Drehstreckung um 90°. Beispiel: 

2ö3i = 6i 


Allgemein ausgedrückt bedeutet dies, dass „ad“ in der zweiten Koordinate auftreten 
muß: 

(al0)ö(0/d) = (0lad) 

Viertens muß das Produkt aus einer imaginären Zahl und einer reellen Zahl eine 
imaginäre Zahl ergeben, und daher in der zweiten Koordinate auftauchen. Beispiel: 

3i ö 2 = 6i 

Allgemein ausgedrückt bedeutet dies, dass bc in der zweiten Koordinate auftreten muß: 

(0lb)o(cl0) = (0lbc) 

Zusammenfassung: Faßt man alle vier Forderungen zusammen, so erhält man die 
Definition der Multiplikation: 

(a I b) o(c I d) = (ac - bd I ad+bc) 

Wir müssen natürlich noch prüfen, ob diese Definition die Körperaxiome erfüllt. 
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13.6 Multiplikation: Das Prinzip der Nützlichkeit wird erfüllt 


13.6 Multiplikation: Das Prinzip der Nützlichkeit wird erfüllt 


Überprüfen wir nun, ob das „Sinnprinzip“ eingehalten wurde, d.h. ob die Definition der 
imaginären Einheit durch unsere Definition der Multiplikation erfüllt wird. 

Die Definition der imaginären Einheit (i 2 =-1) lautet in der Zahlenpaar-Schreibweise: 

(0/7)0(0/7) = H/0) 

Führen wir diese Multiplikation mit Hilfe unserer Definition der Multiplikation durch, 
so erhalten wird das gleiche Ergebnis: 

(a / b) o (c / d) = (ac - bd / ad + bc) 

( 011 ) 0 ( 0 = 0 - 1 - 110 - 0 + 0 - 0 ) = (- 110 ) 

Die Definition der Multiplikation widerspricht also nicht der Definition der imaginären 
Einheit, und somit auch nicht dem Sinnprinzip. 


13.7 Multiplikation: Überprüfung der Körperaxiome 


Kommutativgesetz der Multiplikation beweisen 


Wir machen den gleichen Trick, wie bei der Addition, d.h. wir führen das 
Kommutativgesetz komplexer Zahlen auf das Kommutativgesetz reeller Zahlen 
zurück. 

Wir beginnen, indem wir die komplexen Zahlen als Zahlenpaare schreiben: 

z 1 oz 2 = {alb)o{cld) 

Wir führen nun diese Multiplikation durch: 
ziöz 2 = (ac -bd I ad+bc) 

Wir wenden nun das Kommutativgesetz für reelle Zahlen an: 
z 1 öz 2 = (ca-db I da + cb) 

Nun schreiben wir das Ergebnis (d.h. diese komplexe Zahl) wieder als Produkt, 
d.h. wenden die Definition der Multiplikation „rückwärts“ an: 

ZfQz 2 = (c I d) o(a I b) 

Wir wechseln zurück in die Kurzschreibweise, und dadurch ist der Beweis vollbracht: 


z 1 Oz 2 = z 2 Oz 1 
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13.7 Multiplikation: Überprüfung der Körperaxiome 


[Assoziativgesetz der Multiplikation beweisen 


Wir benutzen den üblichen Trick, d.h. wir führen das Assoziativgesetz komplexer Zahlen 
auf das Assoziativgesetz reeller Zahlen zurück. Dabei gehen wir folgendermaßen vor: 

1. Wir berechnen: ( z 1 öz 2 )öz 3 

2. Wir berechnen: z 7 ö(z 2 ö z 3 ) 

3. Wir vergleichen die Ergebnisse: 

Erhalten wir das gleiche Ergebnis, dann gilt: ( z 7 öz 2 )öz 3 = z 7 q(z 2 qz 3 ) 

Schritt 1: 

Wir wollen also zunächsten den folgenden Ausdruck berechnen: 

(z 1 öz 2 )qz 3 

Ausführlich schreiben: 

(z 1 qz 2 )oz 3 = \_(a I b) o(c I d)\o(e I f) 

Wir führen die Multiplikation in der eckigen Klammer durch: 

(Zf öz 2 )öz 3 = [(ac-bdIad+bc)\ö(eIf) 

Wir führen die zweite Multiplikation durch: 

(z r qz 2 )qz 3 = [(ac-bd)e-(ad+bc)f /(ad+bc)e + (ac-bd)f] 

Klammer auflösen. Dazu wenden wir das Distributivgesetz für reelle Zahlen an: 

(Zy o z 2 ) o z 3 = [ace-bde-adf - bcf / ade+ bce+ acf - bdf] 


Schritt 2: 

Wir wollen nun folgenden Ausdruck berechnen: 

z 1 q(z 2 qz 3 ) 

Ausführlich schreiben: 

z 7 o(z 2 oz 3 ) = (a/b)o[(c/c/)o(e// r )] 

Wir führen die Multiplikation in der eckigen Klammer durch: 

z ? o(z 2 o z 3 ) = (a /b) o [(ce-df) l(de+cf)\ 

Wir führen die zweite Multiplikation durch: 

z-i o (z 2 o z 3 ) = [a(ce- df) - b( de + cf) / a(de+ cf) + b(ce-df)\ 

Klammer auflösen. Dazu wenden wir das Distributivgesetz für reelle Zahlen an: 

z 1 ö(z 2 Qz 3 ) = [ace- bde - adf - bcf / ade + acf + bce - bdf] 

Das Kommutativgesetz für reelle Zahlen muß an einer Stelle noch angewendet werden: 
z? O (z 2 o z 3 ) = [ace - bde - adf - bcf / ade + bce + acf - bdf] 

Schritt 3: 

Da wir in Schritt 1 und Schritt 2 das gleiche Ergebnis erhalten haben, ist das 
Assoziativgesetz bewiesen. 
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13.7 Multiplikation: Überprüfung der Körperaxiome 


Multiplikation: Alternativer Beweis des Assoziativgesetz 


Nun folgt ein alternativer Beweis. Dieser ist leicht zu überblicken, aber wenn man 
den alternativen Beweis selbst entwickeln möchte (oder muß), dann ist dies etwas 
schwieriger, da man etwas probieren muß. 

Wir beginnen, indem wir die komplexen Zahlen als Zahlenpaare schreiben: 

( z i qz 2 )qz 3 = \\aIb) ö(cI dy\ö(eIf) 

Wir führen nun die Multiplikation in der eckigen Klammer durch: 

(z-f öz 2 )öz 3 =[(ac-bc//ad+bc)]o(e/f) 

Wir führen nun die zweite Multiplikation durch: 

(z-f qz 2 )qz 3 = [(ac-bd)e-(ad+bc)f / (ac - bd) f + (ad+bc) e] 

Klammer auflösen. Dazu wenden wir das Distributivgesetz für reelle Zahlen an: 

( Z-f oz 2 )oz 3 = [ace-bde-adf -bcf /acf - bdf + ade+ bce\ 

Wir wenden nun das Assoziativgesetz für reelle Zahlen an: 

(z-j o z 2 ) O z 3 = [ a(ce ) - b(de) - a(df) -b(cf ) / a(cf ) - b(df ) + aide) + bice )] 

Wir wenden nun das Distributivgesetz für reelle Zahlen an (ausklammern): 

(z-, Qz 2 )öz 3 = [a(ce-df)~ b(de+cf) / a(cf+ de) +b(ce-df)\ 

Nun schreiben wir diese komplexe Zahl wieder als Produkt, d.h. wenden die 
Definition der Multiplikation „rückwärts“ an: 

(z 1 öz 2 )öz 3 =(a/b)o[(ce-df)/(cf + de)] 

Die eckige Klammer schreiben wird ebenfalls wieder als Produkt: 

(z 1 oz 2 )öz 3 =(a/b)ö[(c/d)ö(e/f)] 

Wir wechseln zurück in die Kurzschreibweise, und dadurch ist der Beweis vollbracht: 
(z 7 o z 2 ) Oz 3 =z 1 o (z 2 o z 3 ) 
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13. Die Körpererweiterung von R nach C 


13.7 Multiplikation: Überprüfung der Körperaxiome 


Existenz eines neutralen Elementes (bezüglich der Multiplikation) 


Das neutrale Element der Multiplikation ist das Zahlenpaar (110), denn multipliziert man 
eine komplexe Zahl (a|b) mit (110) so ändert sich das Zahienpaar (a|b) nicht. Beweis: 

(a/ b)o(1 IO) = (a-1-b-0I a-0 + b-1) = (a/ b) 

Das neutrale Element der Multiplikation wird oft Einselement genannt und mit e 
abgekürzt. 

Was hat uns bewogen zu vermuten, dass (110) das neutrale Element sein muß? : 

Wir haben bewiesen, dass (110) das neutrale Element der Multiplikation ist, aber was 
gab uns Anlaß, die Zahl (110) als neutrales Element zu vermuten? Da 1 das neutrale 
Element der Multiplikation reeller Zahlen ist, und nach dem Permanenzprinzip die „1“ 
dies auch weiterhin bleiben soll, war es logisch, die Zahl (110)=1 als neutrales Element 
zu vermuten. 


Existenz inverser Elemente (bezüglich der Multiplikation) 


Das multiplikative Inverse ist etwas komplizierter aufgebaut, als das additive Inverse. 
Das multiplikative Inverse zu einer komplexen Zahl z=(a|b)^(0|0) lautet: 


f a 

-b ^ 

y a 2 + b 2 

a 2 + b 2 y 


Formel für das multiplikative Inverse 


Warum nennt man das inverse Element der Multiplikation z -1 ? : 

Die Antwort geben wir in der „Herleitung“ der Formel für die multiplikativen Inversen. 


Wir beweisen zunächst, dass dies die richtige Formel für die inversen Elemente ist, und 
auf den nächsten Seiten werden wir dann Herleitungen dieser Formel : 


Beweis der Formel für inverse Elemente der Multiplikation : Die Definition der 


inversen Elemente sagt, dass das Produkt aus z und z _1 das neutrale Element der 
Multiplikation ergeben muß, also (110). Also rechnen wir einfach das Produkt aus z 
und z _1 aus, und überprüfen, ob wirklich das neutrale Element (110) herauskommt: 


z- z 


'=(a/ö). 


f a 

-b 

y a 2 + b 2 

a 2 + b 2 y 


Wir führen die Multiplikation der beiden komplexen Zahlen durch und vereinfachen: 


a 2 + b 2 


-b 


-b 


a 2 + b 2 


-b 


a 2 + b 2 


+ b 


a 2 + b 2 


if 


'a 2 + b 2 


a 2 + b 2 


-ab 
a 2 + b 2 


ba 


a 2 + 


Wir vereinfachen weiter und erhalten tatsächlich das neutrale Element der 
Multiplikation, also die komplexe Zahl (1|0): 


=(JI 0 ) 


' a 2 + b 2 

-ab+ba 


f 

1 

k 

0 ) 

y a 2 + b 2 

a 2 + b 2 y 


a 2 + b 2 y 


|Somit haben wir die Formel für das multiplikative Inverse bewiesen, 
interessanter ist nun die Frage: Wie komme ich auf die Formel für das multiplikative 
Inverse, die wir gerade bewiesen haben? Wir geben zwei Herleitungen an: 
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13. Die Körpererweiterung von R nach C 


13.7 Multiplikation: Überprüfung der Körperaxiome 


Herleitunq NM der Formel für inverse Elemente der Multiplikation 

Wir erinnern uns daran, dass eine komplexe Zahl z multipliziert mit dem Inversen 
das neutrale Element der Multiplikation (110) ergeben muß: 

z • (Inverses von z) = (1 / 0) 

Wir schreiben z und das neutrale Element (110) ausführlich: 

(a + bi)- (Inverses von z) = 1 + 01 

Wir dividieren die Gleichung durch a+bi: 

. 1 + 0i 

Inverses von z = - -- 

(a + bi) 

Im Zähler brauchen wir Oi nicht hinschreiben: 

Inverses von z = -—-—- 
(a + bi) 

An dieser Stelle erkennen wir, warum man das Inverse einer komplexen Zahl als z _1 
schreibt: Es ist der Kehrwert von z=a+bi. Also ändern wir die linke Seite der Gleichung: 

(a + bi) 

Um nun das Inverse z _1 zu berechnen, müssen wir den Bruch ausrechnen, d.h. wir 
müssen den Nenner reell machen, also mit dem Kehrwert des Nenners erweitern: 

z -i _ 1 (a-bi) 

(a+bi) (a-bi) 

Wir erhalten: 

-i _ a-bi _ a-bi _ a-bi _ a-bi _ a-bi 

a 2 -abi + abi-(bi) 2 a 2 -(bi) 2 a 2 -b 2 i 2 a 2 -b 2 (-1) a 2 + b 2 

Wir schreiben den Bruch auseinander: 

-i a -b 

a 2 + b 2 a 2 + b 2 

'-■>--' 1 -y-•" 

Realteil Imaginärteil 

Fertig! Wir haben Real- und Imaginärteil des inversen Elementes berechnet. 

Die Formel für das inverse Element einer komplexen Zahl z lautet also wirklich: 


f a 

-b ^ 

y a 2 + b 2 

a 2 + b 2 y 
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13. Die Körpererweiterung von R nach C 


13.7 Multiplikation: Überprüfung der Körperaxiome 


Wir geben noch eine zweite (alternative) Herleitung der „Formel für die Inversen“:: 

Herleitunq Nr.2 der Formel für inverse Elemente der Multiplikation 

Wir erinnern uns wieder daran, dass eine komplexe Zahl z multipliziert mit dem 
Inversen z _1 das neutrale Element der Multiplikation (110) ergeben muß: 

zz' 1 =(110) 

In unserem Fall bedeutet dies: 

(a/b)-(x I y) = (1/0) 

Wir führen die Multiplikation auf der linken Seite durch: 

(ax-by I bx+ay) = (110) 

Wir haben aber gelernt, dass zwei komplexe Zahlen genau dann gleich sind, wenn sie 
sowohl im Realteil als auch im Imaginärteil übereinstimmen. Wir müssen also die Real- 
und Imaginärteile gleichsetzen, was zu einem linearen Gleichungssystem (mitx und y 
als die gesuchten Variablen) führt: 

ax-by =1 
bx + ay = 0 


Wir benutzen das Additionsverfahren, um dieses Gleichungssystems zu lösen: 
Dazu multiplizieren wir zunächst die zweite Gleichung mit -a/b: 

ax-by = 1 
bx + ay = 0 


t a\ 

Wir erhalten: 

ax-by = 1 

\~b) 


-ax y = o 


Nun addieren wir die erste Gleichung zur zweiten Gleichung hinzu: 
ax-by =1 

-by-4y = l 


Die 2.Gleichung hat nur noch eine Variable (y). Wir stellen die 2.Gleichung nach y um: 


ax-by = 1 


-y\ b+ß H =1 


ax-by = 1 




ax-by = 1 


tr+at 


= 1 


ax-by = 1 

y = —— 


b 2 +a 2 


Um nun auch noch x zu ermitteln, setzen wir y in die 1 .Gleichung ein und stellen 
die 1.Gleichung dann nach x um: 


ax-b(- 

k 

y = - 


b 2 +a 2 


b 2 +a 2 


ax = —^ 


b 2 +a 2 


y = 


b 2 +a 2 


= 7 

ax + 


y = - 

x = 

a 

b 2 +a 2 

y = 

b 

b 2 +a 2 


b ^=1 


b 2 +a 2 

b 

b 2 +a 2 


ax=1 - — M —ö 
b 2 +a 2 

y =-£— 

7 b 2 +a 2 


ax = 

b 2 +a 2 b 2 

b 2 +a 2 b 2 +a 2 

y = - 

b 

b 2 +a 2 


Fertig! Wir haben x und y (Real- und Imaginärteil des inversen Elementes) berechnet. 
Die Formel für das inverse Element einer komplexen Zahl z lautet also wirklich: 


1 _ 

f a 

-b A 


v a 2 + b 2 

a 2 + b 2 y 
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13.8 Distributivgesetz 


13.8 Distributivgesetz 


Die Verträglichkeit von Addition und Subtraktion wird durch das Distributivgesetz 
geregelt. Wir weisen nun nach, dass das Distributivgesetz gilt. Dabei gehen wir so vor, 
wie beim Beweis des Assoziativgesetzes: 

1. Wir berechnen: (z-j® z 2 )öz 3 

2. Wir berechnen: z 1 ®z 3 ® z 2 ® z 3 

3. Wir vergleichen die Ergebnisse: Erhalten wir das gleiche Ergebnis, dann 
gilt tatsächlich das Distributivgesetz: {Zf ® z 2 )q z 3 = z 1 ® z 3 ® z 2 ® z 3 

Schritt 1: 

Wir wollen also zunächsten den folgenden Ausdruck berechnen: 

{ z i ®z 2 )®z 3 

Wir schreiben die komplexen Zahlen ausführlich: 

[(a/fc)©(c/c/)]o(e/0 

Wir führen die Addition durch: 

(a+c I b+d)o(e\f) 

Wir führen die Multiplikation durch: 

[(a+c)e-(b+d)f l(a+c)f + (b+d)e ] 

Wir lösen die Klammern auf, und benutzen dazu das Distributivgesetz für reelle Zahlen: 
[ae+ce-bf -df laf + cf + be+de ] 

Schritt 2: 

Wir berechnen nun den folgenden Ausdruck: 

Z-I ö z 3 ® z 2 ö z 3 

Wir schreiben die komplexen Zahlen ausführlich: 

(a I b)o(e I f)®(c I d)ö(e / f) 

Wir führen die beiden Multiplikationen durch: 

(ae-bf I af + be)®(ce-df lcf + de) 

Wir führen die Addition durch: 

(ae-bf + ce-df / af + be + cf + de) 

Wir ändern die Reihenfolge (Kommutativgesetz anwenden): 

[ae+ce-bf-df laf + cf + be+de ] 

Schritt 3: 

Da wir in Schritt 1 und Schritt 2 das gleiche Ergebnis erhalten haben, ist das 
Distributivgesetz bewiesen (genauer gesagt: Nur die Rechtsdistributivität). 

Aufgrund des Kommutativität der Multiplikation (allg.: aufgrund der Kommutativität 
der übergeordneten der beiden Rechenoperation) ergibt sich aber aus der 
Rechtsdistributivität automatisch auch die Linksdistributivität. 
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13. Die Körpererweiterung von R nach C 


13.9 Beweis: R ist in C eingebettet 


13.9 Beweis: R ist in C eingebettet 


Schließlich müssen wir noch beweisen, dass die reellen Zahlen in die komplexen Zahlen 
eingebettet sind. Dazu müssen wir beweisen, dass die reellen Zahlen isomorph zu einer 
Teilmenge der komplexen Zahlen sind, die wir mit C* bezeichnen wollen. 

Um diese Isomorphie zu beweisen, müssen wir die zwei üblichen Dinge tun: 

1. Wir müssen eine bijektive Funktion von R nach C* angeben. 

2. Wir müssen die Isomorphiebedingungen nachweisen: 

1. f(a+b) = f(a) + f(b) 

2. f(a-b) = f(a)-f(b ) 


Die bijektive Funktion zwischen R und C* 


Wir müssen also eine Funktion f angebeben, die jeder reellen Zahl eine unterschiedliche 
komplexe Zahl zuordnet. Diese Funktion kennen wir bereits, denn wir wissen, dass man 
jede reelle Zahl als komplexe Zahl schreiben kann. Beispiel: 

5->(5/0) 

Allgemein ausgedrückt: 
r->(r/0) VreE 


Die erste Isomorphiebedingung überprüfen 


Die erste Isomorphiebedingung lautete allgemein: 

f(a + b) = f(ä) + f(b) 

ln unserem Fall sollen die gegebenen reellen Zahlen u und v heißen. Die linke Seite 
der Isomorphiebedingung sagt nun, dass ich zuerst die beiden Zahlen u und v addieren 
soll (man erhält die Summe u+v) und auf diese Summe dann die Funktion f anwenden 
soll (d.h. ich muß die Summe als komplexe Zahl schreiben). Ich erhalte auf der linken 
Seite: 

(u+v 10) = ... 

Wenden wir uns nun der rechten Seite der ersten Isomophiebedingung zu. Dort muß ich 
zunächst auf die beiden reellen Zahlen u und v jeweils die Funktion f anwenden, d.h. ich 
muß die beiden reellen Zahlen als komplexe Zahlen schreiben: 

(u+v I 0) = (u 10)+(vI 0 ) 

und zweitens muß man diese beiden komplexen Zahlen addieren: 

(u+v 10 ) = (u+v 10 ) 

Da beide Seiten der Gleichung identisch sind, ist die 1 .Isomorphiebedingung erfüllt. 
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13. Die Körpererweiterung von R nach C 


13.9 Beweis: R ist in C eingebettet 


Die zweite Isomorphiebedingung überprüfen 


Die zweite Isomorphiebedingung lautete allgemein: 


f(a-b) = f(ä)-f(b) 


ln unserem Fall sollen die gegebenen reellen Zahlen wieder u und v heißen. 

Die linke Seite der Isomorphiebedingung sagt nun, dass ich zuerst die beiden Zahlen u 
und v multiplizieren soll (man erhält das Produkt u-v) und auf dieses Produkt dann die 
Funktion f anwenden soll (d.h. ich muß das Produkt als komplexe Zahl schreiben). Ich 
erhalte auf der linken Seite: 

(u-v 10) =... 

Wenden wir uns nun der rechten Seite der zweiten Isomophiebedingung zu. 

Auf der rechten Seite muß ich zunächst auf die beiden reellen Zahlen u und v jeweils 
die Funktion f anwenden, d.h. ich muß die beiden reellen Zahlen als komplexe Zahlen 
schreiben: 

(u+vl 0) = (u 10)-(v/0) 

und zweitens muß ich diese beiden komplexen Zahlen multiplizieren: 

(u+v | 0 ) = (uv-0-0\ u-O + O-v) 

Vereinfachen: 

(u+v 10) = (u+v 10) 

Da beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist auch die 2.Isomorphiebedingung erfüllt. 
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13.10 Raum für eigene Ergänzungen 


13.10 Raum für eigene Ergänzungen 




























































































14. Maple und komplexe Zahlen 


14.0 Was werden wir lernen? 


14. Maple und komplexe Zahlen 


14.0 Was werden wir lernen? 


Lerninhalte 


Zuerst geben wir eine Einführung in die Bedienung von Maple und erklären danach 
die grundlegende Syntax. Dann erklären wir die Behandlung von Variablen in Maple 
und erklären die wichtigsten Befehle. Den allgemeinen Teil schließen wir ab, indem 
wir die Programmierung (Schleifen, Verzweigungen) erläutern. 

Dann kommen wir zum eigentlichen Thema: Wie hilft mir Maple, komplexe 
Berechnungen (Grundrechenarten, Potenzen, Wurzeln) durchzuführen. 


Inhalt des Kapitels 


14.1 Bedienung von Maple 

14.2 Grundlegendes zur Syntax von Maple 

14.3 Variablen in Maple 

14.4 Wichtige Befehle 

14.5 Schleifen (for-Schleifen) 

14.6 Programmverzweigungen (if-then) 

14.7 Grundrechenarten für komplexe Zahlen in Maple 

14.8 Umformungen zwischen Normal- und Polarform 

14.9 Potenzen 

14.10 Wurzeln 

14.11 Raum für eigene Ergänzungen 
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14. Maple und komplexe Zahlen 


14.1 Allgemeine Bedienung 


14.1 Allgemeine Bedienung 


■ Maple arbeitet in zwei Modi, nämlich dem Worksheet Modus und 
Document Modus. Unsere Beispiele sind im Worksheet Modus 
erstellt und getestet. 

■ Wer lieber im Document Modus arbeiten möchte, sollte zuerst im Menü 
"View" auf "Markers" klicken, damit Programmblöcke angezeigt werden, 
was die Übersicht wesentlich erhöht. 

■ Ein Zeilenumbruch wird durch die Tastenkombination SHIFT+ENTER. 
erreicht. Wird nur ENTER gedrückt, dann wird das Programm ausgeführt. 

■ Das Programm zeigt unten links an, ob es arbeitet (Meldung: Evaluating) 
oder ob die Berechnung beendet wurde (Meldung: Ready). 

■ Wenn sich das Programm auf hängt (keine Reaktion mehr zeigt), kann man 
in der oberen Leiste auf das Ausrufezeichen klicken. Das Programm wird 
dann abgebrochen. 

■ Man kann mehrere Befehle in eine Zeile schreiben, oder man kann 
jeden Befehl in eine eigene Zeile schreiben. 

■ Stehen mehrere Befehle in einer Zeile, dann kann man eine beliebige 
Anzahl an Leerzeichen zwischen den Befehlen einfügen, was 

die Lesbarkeit des Programmcodes erhöht. Leerzeichen innerhalb 
eines Befehls können allerdings zu Fehlern führen. 
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14.2 Grundlegendes zur Syntax 


14.2 Grundlegendes zur Syntax 


In der linken Spalte findet man das Programm, in der rechten die Ausgabe. 

Groß- und Kleinschreibung 

Bei Maple Befehlen muss auf Groß - und Kleinschreibung geachtet werden, 
ansonsten können falsche Ergebnisse angezeigt werden. Einige Befehle beginnen 
mit einem Kleinbuchstaben, andere beginnen mit einem Großbuchstaben. 


Multiplikationspunkt 

Der Multiplikationspunkt muß eingegeben werden, ansonsten können falsche 
Ergebnisse angezeigt werden. Beispiel: 3*i statt 3i. 


Befehlsabschluss mit Doppelpunkt oder Semikolon 


Schließt man einen Befehl mit einem Doppelpunkt ab, so wird die Eingabe 
angenommen aber das Ergebnis nicht angezeigt. Schließt man einen Befehl 
durch ein Semikolon ab, so wird das Ergebnis auch angezeigt. 


2 + 3: 

10 

5 + 5; 



Anmerkungen im Programm 


Das Zeichen # dient dazu, um Anmerkungen in das Programm einzufügen. 
Alles was hinter dem # steht, wird vom Programm nicht beachtet. 


2+3; # Mein erstes Programm 


Exakte und symbolische Darstellung, Darstellung rationaler Zahlen 

Maple unterscheidet zwischen rationalen Zahlen, symbolischen Ausdrücken 
und dezimaler Näherung. Sobald mindestens eine Zahl mit Dezimalpunkt 
eingegeben wird, wird das Ergebnis als "dezimale Näherung" angezeigt: 

115 

Rationale Zahlen: - + — = — 

2 3 6 

Dezimale Näherung: = 0.8333333333 (Beachte den Punkt hinter der 2) 

Symbolischer Ausdruck: sqrt(2)=s/2 
Dezimale Näherung: sqrt(2.0) = 1.414213562 
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14. Maple und komplexe Zahlen 


14.2 Grundlegendes zur Syntax 


Imaginäre Einheit 

Die imaginäre Einheit wird in Maple nicht durch ein kleines i gekennzeichnet, 
sondern durch ein großes I, was zu Verwechselungen mit der Zahl 1 führen kann. 
Um sich die imaginäre Einheit anzeigen zu lassen, lässt man einfach die Wurzel 
aus-1 berechnen: 

sqrt(-l); \ I 

Die Darstellung der imaginären Einheit kann man allerdings ändern, zum Beispiel 
in ein kleines i oder in einen anderen Buchstaben. Dies wird durch den Befehl 
interface(imaginaryunit=...) geändert, der gleich erklärt wird. 


Interface _ 

Durch den Befehl interface(imaginaryunit = i) kann der Name der imaginären 
Einheit aber in den Kleinbuchstaben i (oder jeden anderen Buchstaben) geändert 
werden. Im Beispiel ändern wir den Buchstaben, der für die imaginäre Einheit 
benutzt wird, von einem großen I in ein kleines i: 

interface(imaginaryunit = /); i 

sqrt(-l); / 

Alternativ kann eine imaginäre Einheit auch eingeben werden, indem man 
die Zeichen i,l oder j aus der Palette auswählt. 

Bekannte Probleme beim Ausführen es Befehls: 

Der Befehl interface(imaginaryunit = /) muss manchmal in einer eigenen 
"Execution Group" durchgeführt werden, um korrekt zu funktionieren, 
besonders wenn er nach dem Befehl "restart" durchgeführt wird. 

Außerdem ist zu beachten, dass beim Copy-Paste in andere Programme 
der zugewiesene Buchstabe manchmal wieder in ein großes I geändert wird. 


Konstanten 

Maple kennt u.a. die folgenden Konstanten und Ausdrücke: 


Maple Eingabe 

Maple Anzeige 

Pi 

n 

exp(1) 

e 

infinity 

00 


Beachte, dass die Eingabe von "e" nicht die Eulersche Konstante e 
erzeugen würde, sondern eine Variable mit Namen "e". Es ist also wichtig, 
tatsächlich die Eingabe exp( 1) zu machen, so wie es auch in der Tabelle steht. 

Mehr dazu findet man durch Eingabe von ?ininames 
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14.2 Grundlegendes zur Syntax 


Ditto-Operatoren: %,%% und %%% _ 

Ergebnisspeicher: Das Ergebnis der letzten Berechnung kann durch Eingabe 
von % ausgerufen werden, das vorletzte durch %% und das vorvorletzte durch 
%%%. Bei sehr alten Versionen von maple musste ein "eingeben werden. 

3 + 7; # 3 plus 7 berechnen 10 

% / 2; # Das Ergebnis durch 2 dividieren 5 
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14.3 Variablen 


14.3 Variablen 


In der linken Spalte findet man das Programm, in der rechten die Ausgabe. 


Einer Variablen einen Wert zuweisen 

Um einer Variablen einen Wert zuzuweisen, wird der Zuweisungsoperator := benutzt. 
Sobald einer Variablen ein Wert zugewiesen wurde, wird bei jedem Aufruf der 
Variable dieser Wert benutzt. Man sagt: Die Variable ist gebunden. 

Beispiel: Der Variablen t wird die Zahl 42 zugewiesen: 


t := 42; 

t ;= 42 

2* t; 

84 


Die Zuweisung rückgängig machen 

Man kann die Zuweisung auch rückgängig machen, sodass die Variable 
nicht mehr gebunden sondern frei ist. Dazu wird die Variable in 
Anführungszeichen gesetzt und sich selbst zugewiesen (Beispiel: a:=ä). 


a := 3; 
a; 


a :=3 
3 



a := a 
a 


Variablen und der restart Befehl 


Durch den Befehl "restart" werden (unter anderem) alle Variablen zurückgesetzt: 

a := 3; 

a := 3 

a; 

3 

restart; 

a; 

a 


Der Befehl "restart” setzt aber nicht nur Variablen zurück, sondern z.B. auch 
Einstellungen, die durch den Befehl "Digits" festgelegt wurden (der Befehl 
"Digits" wird später erklärt). 


Grundlegendes zu Variablen in Maple 

■ Beachte, dass einige Variablennamen verboten sind. 

■ Beachte, dass Variablennamen mit einem Buchstaben beginnen müssen, 
und dass zwischen Gross- und Kleinschreibung unterschieden wird. 

■ Maple kennt lokale, globale und Parametervariablen. 

■ Maple kennt indizierte Variablen wie z.B. z[7]. 

Mehr dazu in der Maple Hilfe unter "indexed names" 
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14.4 Wichtige Befehle 


In der linken Spalte findet man das Programm, in der rechten die Ausgabe. 

Convert _ 

Mit dem Befehl "convert" können verschiedene Umrechnungen durchgeführt 
werden. Als Beispiel verwandeln wir eine Dezimalzahl in einen Bruch: 

convert(3.14, fraction); 157 

__ 

Wir zeigen später, dass man mit diesem Befehl auch komplexe Zahlen von der 
Normalform in die Polarform umwandeln kann. 

evalf und Digits 

Oft werden Ausdrücke nicht ausgerechnet (evaluiert) sondern symbolisch angezeigt. 
Durch den Befehl "evalf" werden diese Ausdrücke näherungsweise berechnet. 

Zwei Beispiele: 

exp( 1); e 

evalf(exp(1)); 2.718281828 

?exp(1). 2 e 

evalf (2 exp(1) ); 6.5808805989 

Möchte man mehr oder weniger Stellen hinter dem Komma angezeigt bekommen 
(Standardeinstellung ist 10 Nachkommastellen), so kann man dem Befehl die 
Anzahl der gewünschten Stellen hinzufügen: 

evalf(2/3); 0.6777777777 

evalf(2/3,15); _ 0.677777777777777 _ 

Möchte man die Anzahl der Nachkommastellen während einer 
ganzen Sitzung umstellen, so benutzt man den Befehl "Digits": 

Digits := 3; Digits := 3 

evalf(1/3); 0.333 

evalf(2/3); 0.667 
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14.4 Wichtige Befehle 


evalc _ 

Enthält ein Ausdruck eine imaginäre Einheit, so handelt es sich um eine komplexe 
Zahl. Mit "evalc" kann man die Normal form dieser Zahl an zeigen lassen. Beispiel: 

Wir speichern in der Variable z den Wert e 1 und lassen z dann anzeigen. Der Befehl 
"evalc" versucht, diesen Ausdruck in Normalform (kartesischer Form) zu schreiben, 
d.h. getrennt nach Real- und Imaginärteil. Der Befehl "evalf" zeigt eine dezimale 
Näherung an. 


z := exp(l); 

y 

z := exp(l) 
j 

evalc(z); 

e 

cos( 1) + 1 sin( 1) 

evalf(z); 

0.5403023059 + 0.8414709848 1 


Listen in Maple 


Vorbemerkung: Wir geben hier nur eine kurze Einführung in Listen. 

Weitere Befehle für Listen findet man durch Eingabe von: 

?ListTools; 

Eine Liste entsteht zum Beispiel, wenn man Messwerte speichern will. 

Beachte, dass bei einer Liste die Reihenfolge der Elemente wichtig ist, 
während bei einer Menge die Reihenfolge der Aufzählung keine Rolle spielt. 

Durch das folgende Programm wird eine Liste definiert und dann ausgegeben: 


messwert := [9, 1, 42, 11, 5, 5, 5, 7]; 
messwert; 

messwert := [9, 1, 42, 11, 5, 5, 5, 7] 
[9,1,42,11,5,5,5,7] 

Als erste Übung lassen wir uns die Anzahl der Elemente der Liste anzeigen: 

nops(messwert); 

8 

Nun lassen wir uns das dritte Element der Liste anzeigen: 

messwert[3]; 

42 


Listenelemente lassen sich nachträglich ändern. Beispiel: 

1. Wir definieren eine neue Liste und nennen sie einfach "liste" 

2. Wir lassen die Liste anzeigen 

3. Wir ändern das zweite Element in "666" 

4. Wir lassen die geänderte Liste anzeigen 


liste :=[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 ]; 
liste; 

liste[2] := 666; 
liste; 


liste :=[ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] 
[ 1 , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 ] 
liste 2 := 666 
[ 1 , 666 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ] 
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Map _ 

Mit dem Befehl "map" wird eine Anweisung auf einer kompletten Liste oder auf 
jedem Ausdruck eines Terms ausgeführt. Wir benutzen den Befehl hier jedoch 
nur im Zusammenhang mit Listen. Die Syntax lautet: 

map(Anweisung, Name der Liste) 


Beispiel 1: Zunächst wird eine Liste definiert, der wir den Namen 
"Quadratzahlen" geben. Danach werden den Elementen der Liste 
durch den Befehl "map" Werte zugeordnet, nämlich die Quadratwurzeln: 

Quadratzahlen := [0, 1, 4, 9j; 
mapjsqrt, Quadratzahlen); 

Quadratzahlen := [0, 1, 4, 9] 

[0, 1, 2, 3] 

Beispiel 2: Wir definieren zunächst wieder eine Liste, die wir "Zahlen" nennen. 

Danach werden den Elementen der Liste durch den Befehl "map" Werte 
zugeordnet, nämlich die Quadrate dieser Zahlen. 

Zahlen := [1,2,3,4,5,6,7]; 
map( x ->• x 2 , Zahlen ); 

Zahlen := [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] 

[1, 4, 9, 16, 25, 36, 49] 


simplify 

Mit dem Befehl "simplify" können verschiedene Vereinfachungen durchgeführt 
werden. Bevor wir den Befehl im Bereich der komplexen Zahlen benutzen, 
wollen wir ihn zur Vereinfachung eines trigonometrischen Ausdrucks benutzen. 
Das Programm vereinfacht hier mit Hilfe einer wichtigen Formel aus der 
Trigonometrie, dem sogenannten "trigonometrischen Pythagoras": 

p p o o 

sin x + cos x = 1 oder anders geschrieben: [sin(x)] +[cos(x)] = 1 

Natürlich wendet der Befehl "simplify" sehr viele weitere Formeln an, um 
Terme zu vereinfachen. 

simplify(sin(xf + cos( x f ); 1 
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polar _ 

Um eine komplexe Zahl in Polarform einzugeben, wird der Befehl "polar" benutzt. 
Das Wort "polar" erscheint auch, wenn Maple einen Wert in Polarform ausgibt. 

Die Syntax des Befehls lautet: polar (Betrag, Winkel) 

In der ersten Zeile des Beispiels definieren wir, dass die komplexe Zahl durch 
den Klein buchstaben i angezeigt werden soll (standardmäßig wird eine komplexe 
Zahl als Gross buchstaben I angezeigt). 

In der zweiten Zeile weisen wir der Variablen z eine komplexe Zahl in Polarform zu. 

In der dritten Zeile lassen wir diese Variablen anzeigen. Wie immer rechnet 
Maple die Eingabe nicht direkt aus, sondern zeigt sie in symbolischer Form an. 


Um Maple zur Berechnung zu zwingen, benutzen wir den Befehl "simplify": 


interface(imaginaryunit = i); # Imaginäre Einheit festlegen 
z := polar(3, Pi); # Polarform in z speichern 

z; # Variable z anzeigen 

simplify(z); # Variable z ausrechnen 

i 

z := polar(3, n) 
polar(3, n) 

-3 

Man kann natürlich eine komplexe Zahl in Polarform eingeben, ohne den 

Befehl "polar" zu benutzen, indem man die Exponentialform benutzt. 

Der Befehl "evalc" wird dann nicht benötigt, weil der Ausdruck automatisch 
vereinfacht wird. Beispiel: 

interface(imaginaryunit = i); # Imaginäre Einheit festlegen 
z_polar := 42*exp(i*Pi); # Polarform in z_polar speichern 

z_polar; # Polarform anzeigen lassen 

i 

z polar := -42 
-42 
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printf _ 

Gibt eine Zeichenkette aus, die auch Variablen enthalten kann. 

Die Syntax für die Ausgabe einer Zeichenkette ohne Variablen lautet: 

printf ("Zeichenkette"); 

Im folgenden Beispiel ist "HaiIo" die Zeichenkette, die angezeigt wird: 
printf ("Hallo"); Hallo 

Die Meldung kann auch Variablen enthalten. 

Die Stellen, wo die Variablen in die Zeichenkette eingefügt werden sollen, werden 
durch das Zeichen %a gekennzeichnet. Die Variablen, die eingefügt werden sollen, 
werden hinter der Zeichenkette angehängt: 

printf("Meldungen %a %a ..." Variablei, Variable2,...); 

Das folgende Beispiel berechnet das Quadrat zu einer eingegebenen Zahl: 

basis:=12: Das Quadrat von 12 

quadrat:=basis 2 : lautet 144 

printf("Das Quadrat von %a lautet %a ", basis, quadrat); 

Wir haben gesagt, dass die Stellen, wo die Variablen eingefügt werden sollen, durch 
das Zeichen %a gekennzeichnet werden. 

Es gibt aber noch andere Zeichen, mit denen mit diese Stellen markieren kann. Diese 
Zeichen bewirken, dass die Variable in einer anderen Form ausgegeben wird. 

Wir sehen: 

Das Zeichen %a bewirkt, dass die Variable im normalen Maple Syntax ausgegeben wird. 

Das Zeichen %e bewirkt, dass die Variable als Fließkommazahl ausgegeben wird, wobei 
standardmäßig eine Vorkomma und sechs Nachkommastellen angezeigt werden. 

Dies kann aber durch die precision Angabe verändert werden (siehe unten). 

Das Zeichen %f bewirkt, dass die Zahl als Festkommazahl ausgeben wird, 
wobei standardmäßig 6 Nachkommastellen angezeigt werden. 

Das Zeichen %.20e bewirkt, dass die Zahl als Fließkommazahl ausgeben wird, 
wobei 20 Nachkommastellen benutzt werden. Man sagt: Die precision ist 20. 

Das Zeichen %.3a bewirkt ein falsches Ergebnis, weil Vorkommas tellen abgeschnitten 
werden. Merke: Möglichst keine precision Angabe, wenn mit dem Steuerzeichen 
%a gearbeitet wird, denn es können dann Vorkommastellen abgeschnitten werden. 

Durch 1 n wird ein Zeilenumbruch durchgeführt (in die nächste Zeile gesprungen): 

zahl := 123456789.123456789: 

printf ("Die Zahl lautet: %a \ n", zahl); Die Zahl lautet: 123456789.123456789 

printf("Die Zahl lautet: %e \ n", zahl); Die Zahl lautet: 1.234568e+08 

printf ("Die Zahl lautet: %f \ n", zahl); Die Zahl lautet: 123456789.123457 

printf ("Die Zahl lautet: %.20e \ n", zahl); Die Zahl lautet: 1.23456789123456789000e+08 

printf ("Die Zahl lautet: %.3a \ n", zahl); Die Zahl lautet: 123 

Weitere Zeichen und Erklärungen finden man in der Maple Hilfe. 


282 





14. Maple und komplexe Zahlen 


14.4 Wichtige Befehle 


Konjugation _ 

Wir benutzen den Befehl conjugate, um die Konjugation zu bilden. 

Zuest bilden wir die Konjugation einer konkreten , komplexen Zahl z. 
Der Befehl "evalf" oder "evalc" ist dabei nicht nötig, denn der Befehl 
"conjugate" reicht aus, um die Konjugation zu bilden. 

Dann bilden wir die Konjugation einer symbolischen, komplexen Zahl. 


In diesem Fall muss man den Befehl "evalc" hinzufügen, da ansonsten 
die Konjugation nur symbolisch (d.h. mit Oberstrich) ausgegeben wird. 


# Berechnung mit konkreter komplexer Zahl z 

z:= 2+4*1; 

conjugate(z); 

2-41 

evalf(conjugate(z)); 

2.-4.1 

evalc(conjugate(z)); 

2-41 

# Berechnung mit symbolischer komplexer Zahl z 

z:=a+l*b: 

conjugate(z); 

a + Ib 

evalf(conjugate (z)); 

a + l.lb 

evalc(conjugate(z)); 

a-lb 
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14.5 Schleifen 


In der linken Spalte findet man das Programm, in der rechten die Ausgabe. 
Wir erklären hier nur die FOR-Schleife. Neben der FOR-Schleife gibt es auch 
Schleifen, bei denen die Wiederholungszahl von einer Bedingung abhängt. 


Die For-Schleife 

Soll Programmteile mehrfach wiederholt werden, so kann man dies 
durch eine Schleife realisieren. Eine wichtigst Schleife ist die For-Schleife. 
Sie besteht aus zwei Teilen und ihr Syntax lautet: 

for (Laufvariable) from (Startwert) to (Endwert) do 
Schleifenkörper (besteht aus Befehlen) 
end do; 

Erklärung: Für die Laufvariable wählt man irgendeinen Namen, z.B. "i". 
Außerdem muss man einen 'Startwert" und einen "Endwert" festlegen. 

Erreicht ein Programm eine "for" Schleife, wird zunächst der Schleifenkörper 
einmal durchlaufen, bis das Programm zum Befehl "end do" gelangt. 

Vor dort springt das Programm zurück zum "for" Befehl. 

Hier wird der Startwert um 1 erhöht und es wird geprüft, ob der Endwert 
überschritten wurde. In diesem Fall wird die Schleife nicht mehr durchlaufen. 
Falls der Endwert noch nicht überschritten wurde, wird der Schleifenkörper 
erneut durchlaufen und der Ablauf wiederholt sich. 


Eine Schleife wird also n mal durchlaufen, wobei n = Endwert - Startwert. 


for i from 1 to 3 do 

1 

i; 

2 

end do; 

3 

i; 

4 


Im Beispiel wird die Schleife dreimal durchlaufen und die Variable "i" 
wird ausgegeben. Dann wird die Variable "i" auf 4 erhöht. Weil "i" 
nun größer als 3 ist, wird der Schleifenkörper nicht nochmal durchlaufen. 
Stattdessen wird mit dem Befehl weiter gearbeitet, welcher der Schleife folgt. 
Dort wird i=4 ausgegeben. 

1 .Anmerkung: 

Das Semikolon hinter "end do" bestimmt für die ganze Schleife, dass die Befehle 
in der Schleife angezeigt werden. Steht hinter "end do"jedoch ein Doppelpunkt, 
so werden alle Befehle in der Schleife durchgeführt aber nicht angezeigt. 

2. Anmerkung 

Statt "end do" kann man auch "od" schreiben. 
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14.6 Programmverzweigungen (if-then-else) 


In der linken Spalte findet man das Programm, in der rechten die Ausgabe. 

Wir erklären hier nur den einfachen if-Befehl. Es gibt noch einige Varianten 
dieses Befehls. _ 

Einfacher if-Befehl 

Der if-Befehl ist der wichtigste Befehl in jeder Programmiersprache, denn er 
ermöglicht einem Programm Entscheidungen zu treffen, d.h. wie ein Mensch 
zu handeln. Abhängig von diesen Entscheidungen werden Programmteile dann 
abgearbeitet oder nicht abgearbeitet. Die Syntax des if - then Befehls lautet: 

if (Bedingung) then (Befehle) end if 

Der Befehl arbeitet folgendermaßen: Zunächst überprüft er, ob die angegebene 
Bedingung erfüllt ist. Wenn die Bedigung erfüllt ist, dann führt er die hinter dem 
"then" angegebenen Befehle durch, aber falls die Bedingung nicht erfüllt ist, 
dann übergeht er diese Befehle und macht mit dem nächsten Befehl weiter, 
der hinter dem "end if" steht. 

Im ersten Beispiel muss man zwei Zahlen a und b eingeben. Das Programm überprüft 
dann, ob die Zahl a kleiner als b ist. Falls ja, wird der Befehl "nprintf" aufgerufen, der 
eine Meldung ausgibt, dass a kleiner b ist. Falls a nicht kleiner als b ist, wird mit der 
nächste Befehl abgearbeitet, der hinter dem "end if" steht. Dort steht ein weiterer 
"nprintf" Befehl, der meldet, dass das Programmende erreicht ist: 

# Gebe hier zwei Zahlen ein 
a:= 10: b:=20: 

# Hier wird die Eingabe ausgewertet 
printf("a=%a b=%a \n", a, b); 

if a < b then 

printf("a ist kleiner als b \n"); 

end if; 

printf("Programmende erreicht"); 

Man kann das Programm verbessern, indem man drei if-then Befehle benutzt. 

Dann werden auch die anderen Fälle gemeldet, also wenn a=b oder a>b. 

a:= 10; b:= 20; 
printf("a=%a b=%a \n", a, b), 

if a < b then 

printf("a ist kleiner als b"); 

end if; 
if a = b then 

printf("a ist gleich b"); 

end if; 
if a > b then 

printf("a ist größer als b"); 

end if; 


# Gebe hier zwei Zahlen ein 

# Die Eingabe wird mit drei if-Befehlen ausgewertet 


a := 10 
b := 20 

a ist kleiner als b 
Programmende erreicht 
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Interessanter wird das Programm, wenn man die zwei Zahlen, die 
verglichen werden sollen, nicht selbst eingibt, sondern sie per 

Zufall erzeugen lässt. 

Ausserdem kann man das Programm in einer Schleife laufen lassen, 
sodass mehrere Paare von Zufallszahlen erzeugt und verglichen 
werden. 

Dieses Programm ist hier aufgelistet: 

for i from 1 to 9 do 

# Schleife wird 9-mal durchlaufen 

printf("i=%a ", i); 

# Schleifenvariable wird angezeigt 

x := rand(10 .. 20); 
x := x(); 

# Zufallszahl wird erzeugt 

y := rand(10 .. 20); 

y := y(); 

# Zufallszahl wird erzeugt 

if x < ythen 

printf("%a ist kleiner als %a \n", x, y) 
end if: 

# Kontrolle ob x kleiner y 

if x = y then 

printf("%a ist gleich %a ln", x, y) 
end if: 

# Kontrolle ob x gleich y 

if x > y then 

# Kontrolle ob x größer y 

printf("%a ist groesser als %a \n", x,y): 
end if: 

od: 

# Ende der Schleife 
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14.7 Grundrechenarten mit komplexen Zahlen 


In der linken Spalte findet man das Programm, in der rechten die Ausgabe. 


Grundrechenarten in Normalform 

Durch die folgende Eingabe werden die beiden komplexen Zahlen 

z 1 = a + bi undz 2 = c+ di im Programm definiert: 

z[1 ] := a + b* 1;z[2] :=c + d* 1; 

z 1 = a +bl 
z 2 = c +dl 

Nun kann man mit den beiden definierten komplexen Zahlen verschiedene 

Rechenoperationen durchführen, z.B. die Grundrechenarten: 

z[1] + z[2]; 

a + 1 b + c + 1 d 

z[7]-z[2]; 

a + Ib - c -1 d 

z[f]*z[2]; 

(a + 1 b)(c + 1 d) 

Z [1]/z{2]; 

a +1 b 

c +1 d 

Durch diese vier Befehle erhalten wir noch keine vernünftige Ausgabe, 

denn Real- und Imaginärteil liegen nicht getrennt vor. 

Dazu muß man den Befehl evalc{evaluate complex ) benutzen: 

evalc(z[ 1] + z[2]); 

a + c + l(b+d) 

evalc(z[1] - z[2]); 

a-c+ l(b-d) 

evalc(z[1] ■ z[2]); 

ac-bd + l(ad + bc) 

evalc(z[1]/z[2]); 

ac bd / bc ad "\ 

c 2 + d 2 ' c 2 + d 2 ' l c 2 + d 2 c 2 + d 2 ) 
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Grundrechenarten in Polarform 


Zunächst legen wir durch den Befehl interfacefimaginaryunit = i) fest, 
dass der Name der imaginären Einheit der Kleinbuchstabe "i" ist. 

Dann werden zwei komplexe Zahlen (z und w) in Polarform definiert. 


interface(imaginaryunit = i); 

( 7T^ 

z := polar 1,— ; 

z := polar(1, Pi/2); 

o 

V £) 

w := polar(1, - Pi/2); 

( 7T^\ 

w := polar 1 ,— ; 

v 2 ) 


Nun kann man mit den beiden definierten komplexen Zahlen verschiedene 
Rechenoperationen durchführen, z.B. die Grundrechenarten. 

Wir benutzen dabei wieder den Befehl evalc, damit die Rechenoperationen 
nicht nur symbolisch angezeigt sondern auch tatsächlich durchgeführt werden. 

Die Aufgaben sind so gewählt, dass man sie durch Kopfrechnen überprüfen kann. 


evalc(z+w); 

0 

evalc(z-w); 

2i 

evalc(z * w); 

1 

evalc(z / w); 

-1 

evalc(z 5 ); 

i 


Bei Aufgaben mit ganzen Zahlen kann es passieren, dass die Lösung 
als symbolischer Ausdrück angezeigt wird (d.h. mit Wurzelzeichen). 


interface(imaginaryunit = i); 
z := polar(1, Pi/3); 
w := polar(1 ,Pi/4); 
eva\c(z+w); 

f 

z:=polar 

V 

w:=polar 

1 42 

- 1 - b 

2 2 

•i) 

>5) 

i{43 + 42) 

{ 2 2 J 

Will man keine symbolische Lösung (d.h. keine Wurzelzeichen), so muss man 
ganze Zahlen mit einem Dezimalpunkt eingeben (also 3.0 statt 3). 

z := polar(1, Pi/3.0); 
w := polar(1, Pi/4.0); 
evalc(z+w); 

z:=polar(1, 1.047197551) 
w := polar(1, 0.7853981635) 

1.207106781 + 1.5731321851 

Noch besser ist es, wenn man den Befehl "evalf" hinzufügt, der am Ende der 
Berechnung den symbolischen Ausdrück in eine Dezimalzahl umzuwandelt: 


z := polar(1 ,Pi/3); 

i f i ;T ) 

z:=polar 1,— 

v 3) 

/ f i ^ 
w :=poiar 1,— 


w ;= polar(1 ,Pi/4); 


evalf(evalc(z+w)); 



V 4y 

i 


1.207106781 + 1.5731321851 
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14.8 Umwandlung zwischen den Formen 


In der linken Spalte findet man das Programm, in der rechten die Ausgabe. 


Argument 

Das Argument einer komplexen Zahl erhält man durch den Befehl "argument". 

Die Angabe des Argumentes erfolgt dabei im Bogenmaß: 

z:= 1.5+ 2.5*1; 

z:=1.5 + 2.51 

argument(z); 

1.030376827 

Sind Realteil und Imaginärteil jedoch ganze Zahlen, dann wird das Ergebnis 
als symbolischer Ausdruck angezeigt, z.B. als ein Ausdruck mit n oder als 

arctan Ausdruck. Dazu zwei Beispiele: 


z:= 2 + 2*1; 

z := 2 + 21 

argument(z); 

n 

4 

z := 2+3* 1; 

z := 2 + 31 

argument(z); 

arctan (J) 

Abhilfe: Bei ganzen Zahlen einen Dezimalpunkt hinzu fügen (z.B. 3.0 statt 3). 

Oder man fügt zusätzlich noch den Befehl "eva\f" hinzu: 

z:= 2.0 + 3.0*1; 

z:= 2.0+ 3.01 

argument(z); 

0.9827937232 

z =2+3* 1; 

z := 2+ 31 

evalf(argument(z)); 

0.9827937232 
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Betrag _ 

Die Berechnung des Betrages einer komplexen Zahl erfolgt mit Hilfe des 
Befehls "abs": 


z := 2+1.5* I: 


2.500000000 


abs(z); 

Sind Realteil und Imaginärteil ganze Zahlen, so wird das Ergebnis fast immer 
symbolisch ausgegeben: 

z :=2 + 3* I: Ufi 

abs(z); 

Möchte man kein symbolisches Ergebnis, sondern eine genäherte Dezimalzahl, 
so kann man dies auf verschiedene Weise erreichen: Man kann den Befehl "evalf" 
hinzufügen, oder man kann eine der ganzen Zahlen mit Dezimalpunkt schreiben, 
denn sobald eine der beteiligten Zahlen eine Dezimalzahl ist, wird auch das 
Ergebnis dezimal (anstatt symbolisch) ausgegeben: 

z := 2+ 3* I; z:= 2 + 3 \ 

evalf (abs(z)); 3.605551275 


z := 2.0+ 3*1; z:= 2.0 + 3. I 

abs(z); 3.605551275 

Die Berechnung des Betrages funktioniert auch bei Eingabe von symbolischen 
komplexen Zahlen (z:=a+bl), wenn man zusätzlich den Befehl "evalc" benutzt. 
Diese symbolische Eingabe liefert dann die Formel für den Betrag einer 
komplexen Zahl, die wir bereits kennengelernt haben: 

z :=a+l* b; # Eingabe z ;= a + Ib 

abs(z); # Betrag symbolisch anzeigen \a+ lb\ 

evalc[abs(z )); # Formel für Betrag von a+bl x/a 2 + b 2 


3.605551275 
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Real- und Imaginärteil 

Der Real - bzw. Imaginärteil einer kompexen Zahl oder eines komplexen Terms 
erhält man durch Re(...) und lm(...). Damit der Real- bzw. Imaginärteil aber 
tatsächlich angezeigt wird, muss wieder der Befehl "evalc" hinzugefügt werden. 

Beachte dabei die Großschreibung von "Re" und die Kleinschreibung von "evalc". 
Ein vergessener Multiplikationspunkt führt ebenfalls zu einem falschen Ergebnis: 

z :=a + b*I; z := a + ib 

Re(z); 91 (a + ib) 

lm(z); 3(a + lb) 

evalc(Re(z)); a 

evalc(lm(z)); p 


Wird jedoch nicht mit den Variablen a und b sondern mit konkreten Zahlen gerechnet, 
dann ist das Hinzu fügen von evalc(...) nicht mehr nötig. 

z:= 42 + 88* 1; 

z := 42 + 881 

Re(z); 

42 

lm( z); 

88 
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Konvertierung in die Polarform mit Hilfe von „convert“ 

Mit dem Befehl convert können verschieden Umrechnungen durchgeführt werden, 
z.B. die Umrechnung einer komplexen Zahl von der Normalform in die Polarform. 
Wir zeigen 5 verschiedene Variationen, wie der Befehl benutzt werden kann. 

Zeile 1: Eine komplexe Zahl wird definiert und in einer Variablen gespeichert 
Zeile 2: Die komplexe Zahl, die nun in der Variablen "z_normal" gespeichert ist, 
wird in die Polarform umgewandelt, und das Ergebnis wird in "z_polar" gespeichert. 
Zeile 3: Die Polarform wird durch "evalf" in die Dezimaldarstellung umgeformt. 

z_normal := 1+1; z_normal := 1 + I 

z_polar := convert(z_normal, polar); z_polar := polar [42 , 4 ) 

evalf(z_polar); polar(1.414213562, 0.7853981635) 

Bei dieser Variante holen wir die Polarform mit dem Ditto-Operator (%): 

z_normal := 1+1; z_normal := 1 + I 

z_poiar := convert(z_normal, polar); z_polar := polar ( 42, 4 ) 

evalf(%); polar(1.414213562, 0.7853981635) 

Bei dieser Variante findet die Umwandlung in die Polarform und die 
Umwandlung in die Dezimalschreibweise in einer einzigen Zeile statt. 

Die Variable z_polar für das Zwischenergebnis in Polarform entfällt 
somit, und das Programm ist nur noch 2 Zeilen lang: 

z_normal := 1+1; z_normal := 1 + i 

evalf(convert(z_normal, polar)); polar(1.414213562, 0.7853981635) 

Bei dieser Variante wird die umzuwandelnde komplexe Zahl direkt in den 
Befehl "convert" geschrieben, was eine Zeile spart. Eine weitere Zeile spart 
man, indem man wieder auf die Speicherung des Zwischenergebnisses in 
der Variablen z_polar verzichtet. Das Programm ist daher nur eine Zeile lang. 

evalf(convert( 1+1, polar)); polar(1.414213562, 0.7853981635) 

Diese Variante sieht man selten, denn sie ist umständlich. Die komplexe Zahl 
wird durch "convert" in die Polarform überführt. Die Polarform besteht aus 
zwei Teilen (Betrag, Winkel) und kann daher als Liste aufgefasst werden. 

Auf diese Liste wenden wir den Befehl "map" an, wobei das Parameter 
"evalf" bewirkt, dass beide Listenelemente (Betrag, Winkel) in die Dezimalform 
überführt werden. 

map(evalf, convert( 1+1, polar)); polar(1.414213562, 0.7853981635) 

Konvertierung in die Polarform ohne Benutzung von „convert“ 

Anstatt den Befehl "convert" zu benutzen, könnte man auch die Befehle "abs" und 
"argument" benutzen. Die Konvertierung der komplexen Zahl 1+i sähe z.B. so aus: 

evalf(polar(abs(1+l), argument(1+!))); polar(1.414213562, .7853981635) 
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14. Maple und komplexe Zahlen 


14.8 Umwandlung zwischen den Formen 


Konvertierung in die Normalform mit Hilfe von „evaic“ 

Die einfachste Methode, um die Polarform einer komplexen Zahl in die Normalform 
(kartesische Form) zu konvertieren, ist die Anwendung des Befehls "evaic". Da der 
Befehl "evaic" ein exaktes Ergebnis liefert (z.B. werden Wurzeln nicht ausgerechnet), 
muss der Befehl "evaic" meist noch durch den Befehl "evalf" ergänzt werden. 


polar(2, Pi/3); 

polar ( 2 ,|) 

evalc(%); 

1 + / • v 3 

evaif(%) 

1. + 1.732050808-1 


Konvertierung in die Normalform mit Hilfe von „Re“ und „Im“ 

Wer es umständlich liebt, der kann zur Konvertierung in die Normalform kann anstatt 
des Befehls evalc(...) alternativ auch die Befehle Re(...) und lm(...) benutzen. 


z_polar := polar(3, (1/3)*Pi): 
bet := abs(z_polar): 

Winkel := argument(z_polar): 

printf("Polarform: %a* e A (i*%a)\n",bet,Winkel); 

normalform := Re(z_polar)+l*lm(z_polar): 

printf("Berechnete Normal form: %a \ n", normalform); 

dezi := evalf(normalform): 

printf("Normalform als Dezimalzahl: %a ", dezi); 


# Polarform hier eingeben 

# Betrag in Variable abspeichern 

# Winkel in Variable abspeichern 

# Polarform (Eingabe) anzeigen 

# Normalform berechnen 

# Normalform anzeigen 

# Normalform in Dezimaldarstellung 

# Dezimaldarstellung ausgeben 


Erklärung des Programms: 


Zeile 1 

Hier muss man die Polarform eingeben, die in Normalform umgerechnet werden soll. 


Zeile 2-3 

Betrag und Winkel der Polarform werden später benötigt und daher in Variablen 
abgespeichert, 


Zeile 4 

Die eingegebene Polarform wird angezeigt. 


Zeile 5-6 

Die gesuchte Normalform wird berechnet und angezeigt. 
Die Normalform liegt aber noch "roh" vor, das heisst, der 
Real- und Imaginärteil sind noch keine Dezimalzahlen. 


Zeile 7-8 

Real- und Imaginärteil der gesuchten Normalform werden 
nun in Dezimalzahlen umgerechnet und angezeigt. 
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14. Maple und komplexe Zahlen 


14.9 Potenzen 


14.9 Potenzen 


In der linken Spalte findet man das Programm, in der rechten die Ausgabe. 


Berechnung von komplexen Potenzen 

Bei einer einfachen Potenzen wie (1+if 

ist es gleichgültig, ob man die Befehle 

"simplify" oder "evalc" oder "evalf" benutzt, denn sie liefern das gleiche Ergebnis: 

z:=(1+l) 3 : 

z: = -2 + 21 

simplify(z); 

-2 + 21 

evalc(z); 

-2 + 21 

evalf(z); 

-2.+ 2.1 

Bei komplizierten Potenzen wie ( 1 +ij 1u) bewirkt "simplify" keine Berechnung 
der Potenz. Der Befehl "evalc" liefert das Ergebnis in symbolischer Form 
(das symbolische Ergebnis ist zwar genau, aber es ist noch sehr unübersichtlich). 

Der Befehl "evalf" liefert eine übersichtliche Näherung in dezimaler Form: 

z:=(l+l) (1+l) : 

z:=(l+l) (UI) : 

simplify (z); 

(1 + l) (ul) 

evalc(z); 

In2 n (in \ /fl 2 k (in \ 

e 2 4 -cosyH^ + ^ + l-e 2 4 -sin[b^ + ^ 

evalf(z); 

0.2739572538+0.5837007588-1 
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14.10 Wurzeln 


14.10 Wurzeln 


In diesem Unterkapitel werden wir die vier Befehle bzw. Methoden kennenlernen, mit 
denen man Wurzeln in Maple berechnen kann. Dabei ist zu beachten, dass die Lösungen 
von der Art der Methode abhängen, die ich zur Berechnung der Wurzel benutze. 

Auf dieser Seite geben wir zunächst einen Überblick über diese vier Befehle bzw. 
Methoden, und benutzen dazu das Beispiel der dritten Wurzel aus -8. 

Die dritte Wurzel aus -8 hat drei Lösungen. Die in Maple implementierten Befehle 
liefern aber stets nur eine der drei Lösungen. Will man alle drei Lösungen erhalten, 
muss man Methode 4 benutzen, d.h. ein eigenes kleines Programm schreiben. 

Die Befehle und Methoden in der folgenden Tabelle werden übrigens auf den 
nächsten Seite noch ausführlich erklärt: 


Überblick über die 4 Methoden der Wurzelberechnung 

Befehl 

Ausgabe 

Welche Wurzel wird angezeigt? 

(-8 ) (1/3) ; 

simplify((- 8) (1/3) ); 
evalf ({-8) {V3) ); 

(~8) /3 

1 + 1-43 

1.000000000+1.732050807*1 

Die Wurzel mit dem betragsmäßig 
kleinsten Winkel. Durch "evalf" 
wird diese Wurzel als dezimale 
Näherung ausgegeben. 

root(-8, 3); 
simplify(root(-8, 3)); 
evalf(root(-8, 3)); 

2(-1P 

1 + 1 43 

1.000000000+ 1.7320508071 

Die Wurzel mit dem betragsmäßig 
kleinsten Winkel. Durch "evalf" 
wird diese Wurzel als dezimale 
Näherung ausgegeben. 

surd(-8, 3); 
simplify(surd(-8, 3)); 
evalf(surd(-8, 3)); 

Vorsicht: simplify 

2 vereinfacht nur in 
" Ausnahmefällen 

J wie diesem 

Die Wurzel, deren Winkel 
dem Winkel des Radikanden 
am nächsten liegt. 

Eigenes 

Programm 

1.000000000 + 1.7320508071 

-2 

1.000000000 - 1.732050807 1 

Nur bei dieser Methode werden 
alle Wurzeln angezeigt, 
in diesem Beispiel also alle 
drei Wurzeln. 
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14.10 Wurzeln 


Methode 1: Wurzel als Potenz schreiben 


Nun lernen wir die erste Methode kennen, wie man eine Wurzel in Maple berechnen 
kann. In der Schule haben wir gelernt, dass man eine Wurzel als Potenz mit 
rationalem Exponenten schreiben kann. Versuchen wir es am Beispiel der 
dritten Wurzel aus -8: 


(- 8 ) 


(1/3) . 


(-8 y 


Wie man an der Ausgabe erkennt, wurde die Eingabe der Wurzel zwar angenommen 
aber die Wurzel wurde nicht berechnet. Machen wir einen zweiten Versuch, indem 
wir den Befehl "simplify" hinzufügen. Dies scheint zu funktionieren: 


simplify{{-8f l3) ); 


1 + 1-43 


Der Befehl "simplify" hat jedoch zwei Nachteile: Erstens funktioniert er nur in 
Ausnahmefällen, wenn die Lösung symbolische Terme (Wurzeln, n) enthält. 
Zweitens wird oft eine dezimale Lösung gewünscht, und daher benutzt man 
statt des Befehls "simplify" in der Regel den Befehl "evalf": 


eva 


/f((-8) (1,3) ); 


1.000000000+1.7320508071 


Nun stellt sich die Frage, welche Wurzel eigentlich berechnet wurde, denn 
wenn man die 3. Wurzel zieht, erhält man im Komplexen genau drei Lösungen. 


Die allgemeine Antwort lautet: 


Bei Eingabe einer Wurzel als Potenz mit rationalem Exponenten zeigt Maple 
die Lösung an, die den betragsmäßig kleinsten Winkel hat. Haben zwei Wurzeln 
den betragsmäßig gleichen Winkel (wie im Beispiel), dann wird die Lösung mit 
dem positiven Winkel gewählt. 


In unserem Beispiel suchen wir die dritten Wurzeln aus -8. Sie lauten: 


w r = 1.000000000 + 1.732050807 1 


w 2 --2 


w 3 =1.000000000- 1.732050807 1 


Welche Lösung wird nun angezeigt? Die erste und dritte haben den betragsmäßig 
kleinsten Winkel. Nach der soeben gelernten Regel, wird Maple daher die erste 
Lösung anzeigen, weil sie einen positiven Winkel hat. 



l Bei Eingabe 
der Wurzel 
als Potenz 
wird diese 
Lösung von 
Maple gewählt 
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14.10 Wurzeln 



Methode 2: Der Root Befehl 


Die zweite Methode zur Wurzelberechnung in Maple besteht darin, den 

Befehl "root" anzuwenden: 


root(-8,3); 

2(-l) /3 


Auch beim "root" Befehl wird die Wurzel nicht direkt berechnet, sondern Maple 
vereinfacht die Eingabe mit Hilfe des "Wurzelgesetzes für Produkte" und 
zeigt die Eingabe an: 

root(-8,3) = yfH = yj8-(-1) = $8 -\P7 = 2-4-1 =2-(-lY 3 

Wir sehen: Um die gewünschte Berechnung vollständig durchzuführen, reicht 
der Befehl "root" nicht aus. Der Befehl "simplify" scheint wieder zu wirken: 


simplify (root (-8,3)); 


1 + 1-43 


Auch hier gilt wieder, dass der Befehl "simplify" zwei Nachteile hat: 

Erstens funktioniert er nur in Ausnahmefällen, wenn symbolische Terme (Wurzeln, n) 
in der Lösung Vorkommen. Zweitens wird oft eine genäherte, dezimale Lösung 
gewünscht. Daher benutzt man statt des Befehls "simplify" in der Regel den Befehl 
"evalf", der eine Näherung des Ergebnisses in dezimaler Schreibweise anzeigt. 


evalf(root(-8,3)); 


1.000000000+1.732050807*1 


Auch hier stellt sich wieder die Frage, welche Wurzel berechnet wurde, denn es 
gibt ja drei 3. Wurzeln. Die An wort ist wieder die gleiche, wie bei der 1. Methode: 

Es wird die Lösung angezeigt, die den betragsmäßig kleinsten Winkel hat, 
bzw. die Lösung mit positiven Winkel, wenn zwei Lösungen einen Winkel 
haben, der betragsmäßig gleich klein ist. 



1 + 1.73i root Befehl 

wählt diese 
Lösungaus 


1-1.73i 
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14.10 Wurzeln 


Methode 3: Der surd Befehl 


Die dritte Methode zur Wurzelberechnung in Maple besteht darin, den Befehl ", surd" 
anzuwenden. Versuchen wir die dritte Wurzel aus -8 zu berechnen. Beachte dabei, 
dass die imaginäre Einheit als Grossbuchstabe eingegeben werden muss: 


surd (-8,3); 



Die dritte Wurzel aus -8 wird zwar ausgerechnet, und das Ergebnis -2 wird 
an gezeigt, aber dies ist nur Zufall. Würde man z.B. die dritte Wurzel aus 1+1 
berechnen, so würde die Berechnung nicht durchgeführt, sondern es würde 

nur die Eingabe {1 + tY 3 angezeigt. Auch der Befehl "simplify" würde daran 
nichts ändern. Richtig ist es daher, den Befehl "evalf" hinzuzufügen: 


e valf ( surd( -8,3)); 



Auch hier stellt sich wieder die Frage, welche Wurzel berechnet wurde, 
denn es gibt ja drei 3. Wurzeln. Die An wort ist diesmal eine andere, als 
bei den beiden anderen Methoden: 


Es wird die Lösung angezeigt, deren Winkel möglichst nahe am Winkel 
des Radikanden (hier: -8) liegt. 


Da unser Radikand -8 den Winkel n hat, wird von den drei Wurzeln die 
Wurzel -2 angezeigt, da -2 den gleichen Winkel wie der Radikand -8 hat, 
nämlich ebenfalls n. 



1+ 1.73 i 


1-1.73 i 


wählt diese Lösung 
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14.10 Wurzeln 


Methode 4: Programm zur Anzeige ALLER Wurzeln 

Die vierte Methode zur Wurzelberechnung in Maple besteht darin, dass man die 
"Formel für komplexe Wurzeln", die wir im Kapitel "Wurzelrechnung"kennengelernt 
haben, einfach in Maple implementiert. Wir sehen hier das Programm, darunter 
die zugehörige Ausgabe und ganz unten findet man eine Erklärung: 


EINGABE 

interfacefimaginaryunit = i): 
n := 3: 
z := -8: 
phi := argument(z): 
betrag := abs(z): 

printf(" Die %a. Wurzeln aus %a lauten: \n\n", n, z); 
for k from 0ton-1 do 

r r 


printf"%a \n",evalf 
end do; 


root(betrag, n)* 


# Imaginäre Einheit soll ein kleines "i" sein 

# Wurzelexponent soll "3" sein 

# Der Radikand soll "-8" sein 

# Winkel berechnen 

# Betrag berechnen 

# Meldung ausgeben 
# Schleife starten 

cos| ' \+rsm\ ' )1|; #Ausgabe 


phi+2*Pi*k 


n 




# Ende der Schleife 


ERKLÄRUNG 

Zunächst wird die Standardeinstellung der imaginären Einheit (großes i) geändert, d.h. 
wir legen fest, dass die imaginäre Einheit durch ein kleines 7" bezeichnet werden soll. 
Dann legen wir die Aufgabe fest. Für "n" und "z" darf man irgendeinen Wurzelexponenten 
und irgendeinen Radikanden eingeben. 


Jetzt lassen wir Betrag und Winkel der eingegebenen Aufgabe berechnen, 
also die Polarform, denn eine Wurzelberechnung kann nur erfolgen, wenn 
der gegebene Radikand in Polarform vorliegt. 


Wir geben eine Meldung heraus, in der die Aufgabe genannt wird. 


Nun werden die Wurzeln berechnet. Da n dieser n-ten Wurzeln gibt, benötigen 
wir eine Schleife, die n-mal durchlaufen wird. 

AUSGABE 

Die 3. Wurzeln aus -8 lauten: 

1. + 1.732050808 i 
- 2 . 

1. - 1.732050808 i 
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14.11 Raum für eigene Ergänzungen 


14.11 Raum für eigene Ergänzungen 




























































































Anhang A 


Al: Der Begriff der Abgeschlossenheit 


Anhang A 


AI: Der Begriff der Abgeschlossenheit 


Wir erklären den Begriff anhand von Beispielen: 

Nehmen wir an, wir addieren zwei natürliche Zahlen N = {0,1,2,3,...} 

Dann wir das Ergebnis wieder eine natürliche Zahl sein. 

Man sagt: Die natürlichen Zahlen sind bezüglich der Addition abgeschlossen. 

Nehmen wir an, wir subtrahieren zwei natürliche Zahlen N = {0,1,2,3,...} 

Dann kann das Ergebnis eine Zahlen sein, die keine natürliche Zahl ist. 

Beispiel: 3-4 =-1 

Man sagt: Die natürlichen Zahlen sind bezüglich der Subtraktion nicht abgeschlossen 
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Anhang A 


A2: Beweis der Formel sin(x)=cos(n/2-x) 


A2: Beweis der Formel sin(x)=cos(7r/2-x) 


Wir betrachten die Sinusfunktion von 0 bis 2n: 



Die gleichen Funktionswerte erhält man, wenn man die Kosinus funktion 
von k/2 aus um 2n rückwärts laufen läßt, bis man zu -3n/2 gelangt. 
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